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I. Resuelva el siguiente problema. Lea atentamente, siga las siguientes instrucciones, y 

enuncie sus suposiciones*. 

 

Problema # 1 (100 puntos) 

Considere el sistema de múltiples grados de libertad mostrado en la figura # 1. Este sistema 

está compuesto de tres masas puntuales 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 y de cuatro resortes 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4 de 

masa despreciable y cuyo comportamiento es lineal. Aquí la masa puntual 𝑚3 está sujeta al 

extremo de una barra rígida de masa despreciable y longitud 𝑙 tal como se observa en la 

figura. Sí las masas puntuales son perturbadas de su posición de equilibrio producto de la 

aplicación de una fuerza no conservativa 𝐹1 sobre la masa puntual 𝑚1, haga lo siguiente: 

a) Diga de cuantos grados de libertad es el sistema mostrado en la figura  # 1 (3 puntos). 

El sistema es de tres grados de libertad.  

b) Deduzca las ecuaciones diferenciales de movimiento del sistema empleando: 

    b.1) El método de diagrama de cuerpo libre (15 puntos: dibujar diagramas de cuerpo 

libre 9 puntos, deducir las ecuaciones diferenciales de movimiento 6 puntos). 

                                         

 
Tres puntos cada diagrama. 



Dos puntos cada ecuación deducida. 

 

∑𝐹𝑥,𝑚1
= 𝑚1𝑥̈1 

𝐹1 − 𝑘1𝑥1 + 𝑘3(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑘4(𝑥2 − 𝑥1) − 𝑘2𝑥1 = 𝑚1𝑥̈1 

𝒎𝟏𝒙̈𝟏 + 𝒙𝟏(𝒌𝟏 + 𝒌𝟐 + 𝒌𝟑 + 𝒌𝟒) + 𝒙𝟐(−𝒌𝟑 − 𝒌𝟒) = 𝑭𝟏 

 

∑𝐹𝑥,𝑚2
= 𝑚2𝑥̈2 +𝑚3(𝑥̈2 + 𝐿𝜃̈ cos 𝜃 − 𝐿𝜃̇

2 sin 𝜃) 

−𝑘3(𝑥2 − 𝑥1) − 𝑘4(𝑥2 − 𝑥1) ≅ 𝑚2𝑥̈2 +𝑚3(𝑥̈2 + 𝐿𝜃̈) 

𝒙̈𝟐(𝒎𝟐 +𝒎𝟑) + 𝜽̈(𝒎𝟑𝑳) + 𝒙𝟏(−𝒌𝟑 − 𝒌𝟒) + 𝒙𝟐(𝒌𝟑 + 𝒌𝟒) ≅ 𝟎 

 

∑𝑀 ≅ 𝑚3𝐿
2𝜃̈ + 𝑚3𝐿𝑥̈2 

−𝑚3𝑔𝐿 sin 𝜃 ≅ 𝑚3𝐿
2𝜃̈ + 𝑚3𝐿𝑥̈2 

𝒙̈𝟐(𝒎𝟑𝑳) + 𝜽̈(𝒎𝟑𝑳
𝟐) + 𝜽(𝒎𝟑𝒈𝑳) = 𝟎 

 

    b.2) Las ecuaciones de Lagrange (19 puntos: plantear correctamente la expresión para la 

energía cinética del sistema 5 puntos, plantear correctamente la expresión para la energía 

potencial del sistema 5 puntos, deducir las ecuaciones diferenciales de movimiento 9 

puntos). 

 

𝑻 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟏𝒙̇𝟏

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒎𝟐𝒙̇𝟐

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒎𝟑 [(𝒙̇𝟐 + 𝑳𝜽̇ 𝐜𝐨𝐬 𝜽)

𝟐
+ (𝑳𝜽̇ 𝐬𝐢𝐧  𝜽)

𝟐
] 

𝑽 =
𝟏

𝟐
𝒌𝟏𝒙𝟏

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒌𝟐𝒙𝟏

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒌𝟑(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝒌𝟒(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)

𝟐 +𝒎𝟑𝒈𝑳(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝜽) 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑣𝑖̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑣𝑖
+
1

2

𝜕𝑃

𝜕𝑣𝑖̇
= 𝑄𝑖,𝑜𝑡𝑟𝑜,     𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

Donde  

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 

Para 𝑣1 = 𝑥1: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥1̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑥1
= 𝐹1 

𝑚1𝑥̈1 + [𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥1 − 𝑘3(𝑥2 − 𝑥1) − 𝑘4(𝑥2 − 𝑥1)] = 𝐹1 

𝒎𝟏𝒙̈𝟏 + 𝒙𝟏(𝒌𝟏 + 𝒌𝟐 + 𝒌𝟑 + 𝒌𝟒) + 𝒙𝟐(−𝒌𝟑 − 𝒌𝟒) = 𝑭𝟏 

 

Para 𝑣2 = 𝑥2: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥2̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑥2
= 0 



𝑚2𝑥̈2 +𝑚3(𝑥̈2 + 𝐿𝜃̈ cos 𝜃 − 𝐿𝜃̇
2 sin 𝜃) + 𝑘3(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑘4(𝑥2 − 𝑥1) = 0 

𝒙̈𝟐(𝒎𝟐 +𝒎𝟑) + 𝜽̈(𝒎𝟑𝑳) + 𝒙𝟏(−𝒌𝟑 − 𝒌𝟒) + 𝒙𝟐(𝒌𝟑 + 𝒌𝟒) ≅ 𝟎 

 

Para 𝑣3 = 𝜃̇: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
= 0 

𝑚3{[−𝐿𝜃̇ sin 𝜃 (𝑥̇2 + 𝐿𝜃̇ cos 𝜃) + 𝐿 cos 𝜃 (𝑥̈2 − 𝐿𝜃̇
2 sin 𝜃 + 𝐿𝜃̈ cos 𝜃)] + 𝐿2(sin 𝜃)2𝜃̈

+ 2𝐿2𝜃̇2 sin 𝜃 cos 𝜃} + 𝑚3𝑔𝐿 sin 𝜃 = 0 

𝒙̈𝟐(𝒎𝟑𝑳) + 𝜽̈(𝒎𝟑𝑳
𝟐) + 𝜽(𝒎𝟑𝒈𝑳) ≅ 𝟎 

 

Nota: Una vez deduzca las ecuaciones de movimiento, expréselas en forma matricial (3 

puntos).  

 

[

𝒎𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝒎𝟐 +𝒎𝟑 𝒎𝟑𝑳

𝟎 𝒎𝟑𝑳 𝒎𝟑𝑳
𝟐
] {

𝒙̈𝟏
𝒙̈𝟐
𝜽̈

} + [

𝒌𝟏 + 𝒌𝟐 + 𝒌𝟑 + 𝒌𝟒 −𝒌𝟑 − 𝒌𝟒 𝟎
−𝒌𝟑 − 𝒌𝟒 𝒌𝟑 + 𝒌𝟒 𝟎

𝟎 𝟎 𝒎𝟑𝒈𝑳
] {
𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝜽
} = {

𝑭𝟏
𝟎
𝟎
} 

c) Determine las frecuencias naturales (valores característicos)  del sistema de múltiples 

grados de libertad. Aquí tome que 𝐿 = 5 𝑐𝑚,𝑚3 = 𝑚 = 1 𝑘𝑔,𝑚2 = 2𝑚,𝑚1 = 3𝑚 y que 

𝑘4 = 𝑘3 = 𝑘 = 1000
𝑁

𝑚
, 𝑘2 = 𝑘1 = 2𝑘  (9 puntos). 

 

Con  lo anterior las ecuaciones de movimiento de forma matricial estarían dadas por: 

 

[
3𝑚 0 0
0 3𝑚 𝑚𝐿
0 𝑚𝐿 𝑚𝐿2

] {

𝑥̈1
𝑥̈2
𝜃̈

} + [
6𝑘 −2𝑘 0
−2𝑘 2𝑘 0
0 0 𝑚𝑔𝐿

] {
𝑥1
𝑥2
𝜃
} = {

𝐹1
0
0
} 

Cuya ecuación característica está dada por: 

[[𝑘] − 𝜔2[𝑚]]𝑋⃗ = 0 

Los valores característicos de este sistema se encuentran por medio de: 

Δ = |[[𝑘] − 𝜔2[𝑚]]| = 0 

Δ = |[
6𝑘 −2𝑘 0
−2𝑘 2𝑘 0
0 0 𝑚𝑔𝐿

] − 𝜔2 [
3𝑚 0 0
0 3𝑚 𝑚𝐿
0 𝑚𝐿 𝑚𝐿2

]| = 0 

Δ = |[
6𝑘 − 3𝑚𝜔2 −2𝑘 0

−2𝑘 2𝑘 − 3𝑚𝜔2 −𝑚𝐿𝜔2

0 −𝑚𝐿𝜔2 𝑚𝑔𝐿 −𝑚𝐿2𝜔2
]| = 0 



−6𝐿2𝑚3(𝜔2)3 + (18𝐿2𝑘𝑚2 + 9𝑔𝐿𝑚3)(𝜔2)2 + (−8𝐿2𝑘2𝑚 − 24𝑔𝐿𝑘𝑚2)𝜔2 + 8𝑔𝐿𝑘2𝑚

= 

Remplazando para 𝐿 = 5 𝑐𝑚, 𝑘 =
1000𝑁

𝑚
, 𝑚 = 1 𝑘𝑔: 

−0.015(𝜔2)3 + 49.4145(𝜔2)2 − 31772𝜔2 + 3924000 = 0 

Lo cual da que: 

𝜔21 = 162.590929 → 𝝎𝟏 = 𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 𝒓𝒂𝒅/𝒔 

𝜔22 = 647.728956 → 𝝎𝟐 = 𝟐𝟓. 𝟒𝟓𝟎𝟓𝟐𝟎 𝒓𝒂𝒅/𝒔 

𝜔23 = 2483.980115 → 𝝎𝟑 = 𝟒𝟗. 𝟖𝟑𝟗𝟓𝟒𝟒 𝒓𝒂𝒅/𝒔 

d) Determine las formas modales (vectores característicos) del sistema de múltiples grados 

de libertad mostrado en la figura # 1. Aquí tome que 𝐿 = 5 𝑐𝑚,𝑚3 = 𝑚 = 1 𝑘𝑔,𝑚2 =

2𝑚,𝑚1 = 3𝑚 y que 𝑘4 = 𝑘3 = 𝑘 = 1000
𝑁

𝑚
, 𝑘2 = 𝑘1 = 2𝑘   (15 puntos).  

 

Primer modo, 𝜔 = 𝜔1: 

[[
6𝑘 −2𝑘 0
−2𝑘 2𝑘 0
0 0 𝑚𝑔𝐿

] − 𝜔21 [
3𝑚 0 0
0 3𝑚 𝑚𝐿
0 𝑚𝐿 𝑚𝐿2

]] {
𝑋1

(1)

𝑋2
(1)

Θ(1)
} = 0 

[
5512.227213 −2000 0

−2000 1512.227213 −8.129546
0 −8.129546 0.084023

] {
𝑋1

(1)

𝑋2
(1)

Θ(1)
} = 0 

𝑋⃗(1) = {
𝑋1

(1)

𝑋2
(1)

Θ(1)
} = 𝑿𝟏

(𝟏) {
𝟏

𝟐. 𝟕𝟓𝟔𝟏𝟏𝟒
𝟐𝟔𝟔. 𝟔𝟔𝟓𝟓𝟔𝟖

} 

Segundo modo, 𝜔 = 𝜔2: 

[[
6𝑘 −2𝑘 0
−2𝑘 2𝑘 0
0 0 𝑚𝑔𝐿

] − 𝜔22 [
3𝑚 0 0
0 3𝑚 𝑚𝐿
0 𝑚𝐿 𝑚𝐿2

]] {

𝑋1
(2)

𝑋2
(2)

Θ(2)
} = 0 

[
4056.813132 −2000 0

−2000 56.813132 −32.386448
0 −32.386448 −1.128822

] {
𝑋1

(2)

𝑋2
(2)

Θ(2)
} = 0 



𝑋⃗(2) = {

𝑋1
(2)

𝑋2
(2)

Θ(2)
} = 𝑿𝟏

(𝟐) {
𝟏

𝟐. 𝟎𝟐𝟖𝟒𝟎𝟕
−𝟓𝟖. 𝟏𝟗𝟓𝟗𝟒𝟑

} 

Tercer modo, 𝜔 = 𝜔3: 

[[
6𝑘 −2𝑘 0
−2𝑘 2𝑘 0
0 0 𝑚𝑔𝐿

] − 𝜔23 [
3𝑚 0 0
0 3𝑚 𝑚𝐿
0 𝑚𝐿 𝑚𝐿2

]] {
𝑋1

(3)

𝑋2
(3)

Θ(3)
} = 0 

[
−1451.940345 −2000 0

−2000 −5451.940345 −124.199006
0 −124.199006 −5.719450

] {
𝑋1

(3)

𝑋2
(3)

Θ(3)
} = 0 

𝑋⃗(3) = {
𝑋1

(3)

𝑋2
(3)

Θ(3)
} = 𝑿𝟏

(𝟑) {
𝟏

−𝟎. 𝟕𝟐𝟓𝟗𝟕𝟎
𝟏𝟓. 𝟕𝟔𝟒𝟓𝟖𝟕

} 

 

e) Empleando análisis modal, encuentre la respuesta al problema de vibración forzada. 

Tome que 𝑚 = 1 𝑘𝑔, 𝑘 = 1000
𝑁

𝑚
, 𝐹1(𝑡) = 2500𝑡 𝑁/𝑠, y que 𝑥1(0) = 0.1 𝑚, 𝜃(0) =

0.035 𝑟𝑎𝑑, 𝑥2(0) = 𝑥̇1(0) = 𝑥̇2(0) = 𝜃̇(0) = 0 (27 puntos: orto normalizar los modos 

normales con respecto a la matriz de masa 9 puntos, determinar las funciones dependientes 

del tiempo 9 puntos, determinar la respuesta del sistema 9 puntos). 

Nota: Una vez deduzca la respuesta al problema de vibración forzada, exprésela en forma 

matricial (3 puntos). 

 

Orto normalizar los modos normales con respecto a la matriz de masa 9 puntos 

 

𝑋⃗(1)
𝑇
[𝑚]𝑋⃗(1) = 1 

𝑋1
(1)2{1 2.756114 266.665568} {[

3 0 0
0 3 0.05
0 0.05 0.0025

] {
1

2.756114
266.665568

}} = 1 

Entonces: 

𝑋1
(1)2{1 2.756114 266.665568} {

3
21.601620
0.804470

} = 1 

𝑋1
(1)2 =

1

277.060877
→ 𝑿𝟏

(𝟏) = 𝟎. 𝟎𝟔𝟎𝟎𝟕𝟖 

𝑋⃗(2)
𝑇
[𝑚]𝑋⃗(2) = 1 



𝑋1
(2)2{1 2.028407 −58.195943} {[

3 0 0
0 3 0.05
0 0.05 0.0025

] {
1

2.028407
−58.195943

}} = 1 

Entonces: 

𝑋1
(2)2{1 2.028407 −58.195943} {

3
3.175424
−0.044070

} = 1 

𝑋1
(2)2 =

1

12.005719
→ 𝑿𝟏

(𝟐) = 𝟎. 𝟐𝟖𝟖𝟔𝟎𝟔 

𝑋⃗(3)
𝑇
[𝑚]𝑋⃗(3) = 1 

𝑋1
(3)2{1 −0.725970 15.764587} {[

3 0 0
0 3 0.05
0 0.05 0.0025

] {
𝟏

−𝟎. 𝟕𝟐𝟓𝟗𝟕𝟎
𝟏𝟓. 𝟕𝟔𝟒𝟓𝟖𝟕

}} = 1 

Entonces: 

𝑋1
(3)2{1 −0.725970 15.764587} {

3
−1.389681
0.003113

} = 1 

𝑋1
(3)2 =

1

4.057941
→ 𝑿𝟏

(𝟑) = 𝟎. 𝟒𝟗𝟔𝟒𝟏𝟖 

Por lo que la matriz modal:  

[𝑋] = [𝑋⃗(1) 𝑋⃗(2) 𝑋⃗(3)] 

[𝑿] = [
𝟎. 𝟎𝟔𝟎𝟎𝟕𝟖  𝟎. 𝟐𝟖𝟖𝟔𝟎𝟔 𝟎. 𝟒𝟗𝟔𝟒𝟏𝟖
𝟎. 𝟏𝟔𝟓𝟓𝟖𝟐 𝟎. 𝟓𝟖𝟓𝟒𝟏𝟎 −𝟎. 𝟑𝟔𝟎𝟑𝟖𝟓
𝟏𝟔. 𝟎𝟐𝟎𝟕𝟑𝟒 −𝟏𝟔. 𝟕𝟗𝟓𝟔𝟗𝟖 𝟕. 𝟖𝟐𝟓𝟖𝟐𝟓

] 

Determinar las funciones dependientes del tiempo 9 puntos  

[𝐼]𝑞̈⃗(𝑡) + 𝜔𝑖
2[𝐼]𝑞⃗(𝑡) = [𝑋]𝑇𝐹⃗ = 0 

Lo que de forma escalar puede ser expresado como: 

𝑞̈𝑖(𝑡) + 𝜔𝑖
2𝑞𝑖(𝑡) = 𝐹𝑖(𝑡),     𝑖 = 1,2,3 

Aplicando la transformada de Laplace: 

ℒ{𝑞̈𝑖(𝑡) + 𝜔𝑖
2𝑞𝑖(𝑡)} = ℒ{𝐹𝑖(𝑡)} 



𝑠2𝑄𝑖(𝑠) − 𝑠𝑄𝑖(0) − 𝑄̇𝑖(0) + 𝜔𝑖
2𝑄𝑖(𝑠) = 𝐹𝑖(𝑠) 

𝑄𝑖(𝑠){𝑠
2 + 𝜔𝑖

2} = 𝐹𝑖(𝑠) + 𝑠𝑄𝑖(0) + 𝑄̇𝑖(0) 

𝑄𝑖(𝑠) =
𝐹𝑖(𝑠)

𝑠2 + 𝜔𝑖2
+

𝑠𝑄𝑖(0)

𝑠2 + 𝜔𝑖2
+

𝑄̇𝑖(0)

𝑠2 +𝜔𝑖2
 

ℒ−1{𝑄𝑖(𝑠)} = ℒ−1 {
𝐹𝑖(𝑠)

𝑠2 + 𝜔𝑖2
+

𝑠𝑄𝑖(0)

𝑠2 + 𝜔𝑖2
+

𝑄̇𝑖(0)

𝑠2 + 𝜔𝑖2
} 

𝑞𝑖(𝑡) = ℒ
−1 {

𝐹𝑖(𝑠)

𝑠2 + 𝜔𝑖2
} + 𝑞𝑖(0) cos𝜔𝑖𝑡 +

𝑞̇𝑖(0)

𝜔𝑖
sen𝜔𝑖𝑡 ,     𝑖 = 1,2,3 

Para 𝑞2 𝐹2(𝑠) = 0 y para 𝑞3 𝐹3(𝑠) = 0, en tanto que para 𝑞1 𝐹1(𝑠) = ℒ{𝐹1(𝑡)} =

ℒ{2500𝑡} = 2500 𝑠2⁄  por lo tanto: 

ℒ−1 {
2500

𝑠2(𝑠2 + 𝜔12)
} = ℒ−1 {

2500

𝜔12𝑠2
−

2500

𝜔12(𝑠2 + 𝜔12)
} =

2500

𝜔12
(𝑡 −

sen𝜔1𝑡

𝜔1
) 

Donde las condiciones iniciales 𝑞𝑖(0) y 𝑞̇𝑖(0) están dadas por: 

 [𝑋]𝑇[𝑚]𝑥⃗(0) = 𝑞⃗(0)  

[
0.060078 0.165582 16.020734
 0.288606 0.585410 −16.795698
0.496418 −0.360385 7.825825

] [
3 0 0
0 3 0.05
0 0.05 0.0025

] {
0.1
0

0.035
} = {

𝑞1(0)

𝑞2(0)

𝑞3(0)
} 

{
0.019715
0.086137
0.148979

} = {

𝑞1(0)

𝑞2(0)

𝑞3(0)
} 

[𝑋]𝑇[𝑚]𝑥̇⃗(0) = 𝑞̇⃗(0) 

[
0.060078 0.165582 16.020734
 0.288606 0.585410 −16.795698
0.496418 −0.360385 7.825825

] [
3 0 0
0 3 0.05
0 0.05 0.0025

] {
0
0
0
} = {

𝑞̇1(0)

𝑞̇2(0)

𝑞̇3(0)
} 

{
0
0
0
} = {

𝑞̇1(0)

𝑞̇2(0)

𝑞̇3(0)
} 

Por lo tanto: 

𝑞1(𝑡) =
2500

𝜔12
(𝑡 −

sen𝜔1𝑡

𝜔1
) + 𝑞1(0) cos𝜔1𝑡 +

𝑞̇1(0)

𝜔1
sen𝜔1𝑡 



𝒒𝟏(𝒕) = 𝟏𝟓. 𝟑𝟕𝟔𝟎𝟏𝟐(𝒕 −
𝐬𝐞𝐧(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕

𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 
) + (𝟎. 𝟎𝟏𝟗𝟕𝟏𝟓) 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕 

𝒒𝟐(𝒕) = (𝟎. 𝟎𝟖𝟔𝟏𝟑𝟕) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝟓. 𝟒𝟓𝟎𝟓𝟐𝟎)𝒕 

𝒒𝟑(𝒕) = (𝟎. 𝟏𝟒𝟖𝟗𝟕𝟗) 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟗. 𝟖𝟑𝟗𝟓𝟒𝟒)𝒕 

Determinar la respuesta del sistema 9 puntos 

𝑥1(𝑡) = 0.060078 [15.376012 (𝑡 −
sen(12.751115 )𝑡

12.751115 
)

+ (0.019715) cos(12.751115 )𝑡]

+ 0.288606[(0.086137) cos(25.450520)𝑡]

+ 0.49641[(0.148979) cos(49.839544)𝑡] 

𝒙𝟏(𝒕) = [𝟎. 𝟗𝟐𝟑𝟕𝟔𝟎(𝒕 −
𝐬𝐞𝐧(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕

𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 
) + (𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟏𝟖𝟒) 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕]

+ [(𝟎. 𝟎𝟐𝟒𝟖𝟔𝟎) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝟓. 𝟒𝟓𝟎𝟓𝟐𝟎)𝒕] + [(𝟎. 𝟎𝟕𝟑𝟗𝟓𝟓) 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟗. 𝟖𝟑𝟗𝟓𝟒𝟒)𝒕] 

𝑥2(𝑡) = 0.165582 [15.376012 (𝑡 −
sen(12.751115 )𝑡

12.751115 
)

+ (0.019715) cos(12.751115 )𝑡]

+ 0.585410[(0.086137) cos(25.450520)𝑡]

− 0.360385[(0.148979) cos(49.839544)𝑡] 

𝒙𝟐(𝒕) = [𝟐. 𝟓𝟒𝟓𝟗𝟗𝟏(𝒕 −
𝐬𝐞𝐧(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕

𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 
) + (𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟐𝟔𝟒) 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕]

+ [(𝟎. 𝟎𝟓𝟎𝟒𝟐𝟓) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝟓. 𝟒𝟓𝟎𝟓𝟐𝟎)𝒕] − [(𝟎. 𝟎𝟓𝟑𝟔𝟗𝟎) 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟗. 𝟖𝟑𝟗𝟓𝟒𝟒)𝒕] 

𝜃(𝑡) = 16.020734 [15.376012 (𝑡 −
sen(12.751115 )𝑡

12.751115 
)

+ (0.019715) cos(12.751115 )𝑡]

− 16.795698[(0.086137) cos(25.450520)𝑡]

+ 7.825825[(0.148979) cos(49.839544)𝑡] 

𝜽(𝒕) = [𝟐𝟒𝟔. 𝟑𝟑𝟓𝟎𝟎(𝒕 −
𝐬𝐞𝐧(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕

𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 
) + (𝟎. 𝟑𝟏𝟓𝟖𝟒𝟗) 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕]

− [(𝟏. 𝟒𝟒𝟔𝟕𝟑𝟏) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝟓. 𝟒𝟓𝟎𝟓𝟐𝟎)𝒕] + [(𝟏. 𝟏𝟔𝟓𝟖𝟖𝟒) 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟗. 𝟖𝟑𝟗𝟓𝟒𝟒)𝒕] 



 

Nota: Una vez deduzca la respuesta al problema de vibración forzada, exprésela en forma 

matricial (3 puntos) 

𝑥⃗(𝑡) = [𝑋]𝑞⃗(𝑡) 

{

𝒙𝟏(𝒕)
𝒙𝟐(𝒕)
𝜽(𝒕)

} = [
𝟎.𝟎𝟔𝟎𝟎𝟕𝟖  𝟎. 𝟐𝟖𝟖𝟔𝟎𝟔 𝟎.𝟒𝟗𝟔𝟒𝟏𝟖
𝟎.𝟏𝟔𝟓𝟓𝟖𝟐 𝟎. 𝟓𝟖𝟓𝟒𝟏𝟎 −𝟎. 𝟑𝟔𝟎𝟑𝟖𝟓
𝟏𝟔.𝟎𝟐𝟎𝟕𝟑𝟒 −𝟏𝟔. 𝟕𝟗𝟓𝟔𝟗𝟖 𝟕.𝟖𝟐𝟓𝟖𝟐𝟓

]

{
 
 

 
 𝟏𝟓.𝟑𝟕𝟔𝟎𝟏𝟐(𝒕 −

𝐬𝐞𝐧(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕

𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 
) + (𝟎. 𝟎𝟏𝟗𝟕𝟏𝟓)𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 )𝒕

(𝟎. 𝟎𝟖𝟔𝟏𝟑𝟕)𝐜𝐨𝐬(𝟐𝟓. 𝟒𝟓𝟎𝟓𝟐𝟎)𝒕
(𝟎. 𝟏𝟒𝟖𝟗𝟕𝟗)𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟗. 𝟖𝟑𝟗𝟓𝟒𝟒)𝒕 }

 
 

 
 

 

 

𝜽(𝒕) = [𝟐𝟒𝟔. 𝟑𝟑𝟓𝟎𝟎(𝟓 −
𝐬𝐞𝐧(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 ∗ 𝟓 )

𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 
)

+ (𝟎. 𝟑𝟏𝟓𝟖𝟒𝟗) 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟐. 𝟕𝟓𝟏𝟏𝟏𝟓 ∗ 𝟓 )]

− [(𝟏. 𝟒𝟒𝟔𝟕𝟑𝟏) 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝟓. 𝟒𝟓𝟎𝟓𝟐𝟎 ∗ 𝟓)]

+ [(𝟏. 𝟏𝟔𝟓𝟖𝟖𝟒) 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟗. 𝟖𝟑𝟗𝟓𝟒𝟒 ∗ 𝟓)] 

f) Determine la respuesta del sistema cuando han pasado 5 segundos (6 puntos). 

 

{

𝒙𝟏(𝟓 𝒔𝒆𝒈)
𝒙𝟐(𝒕)
𝜽(𝒕)

} = {
𝟒. 𝟓𝟐𝟐𝟎
𝟏𝟐. 𝟔𝟎𝟎𝟐
𝟏𝟐𝟏𝟓. 𝟗

} 

Para el problema anterior tome como coordenadas generalizadas, medidas desde la posición 

de equilibrio, a los desplazamiento lineales 𝑥1, 𝑥2 y al desplazamiento angular 𝜃. De igual 

forma considere que la única fuerza no conservativa actuando sobre el sistema es 𝐹1. 

También suponga que las fuerzas de fricción que experimentan la masa puntual 𝑚1 y la 

masa puntual 𝑚2 al desplazarse son despreciables, y que el desplazamiento angular 𝜃 es 

sumamente pequeño.  

 



 

Figura # 1 

*Sí requiere hacer alguna suposición (adicional a aquellas que aparecen en el enunciado 

del problema), el hecho de enunciarla le ameritará un punto adicional.  

 


