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I. Resuelva el siguiente problema. Lea atentamente, siga las siguientes instrucciones, y
enuncie sus suposiciones*.

Problema # 1 (100 puntos)
Considere el sistema de multiples grados de libertad mostrado en la figura # 1. Este sistema
estd compuesto de tres masas puntuales m;, m,, m5 y de cuatro resortes k4, k,, ks, k, de
masa despreciable y cuyo comportamiento es lineal. Aqui la masa puntual m5 esté sujeta al
extremo de una barra rigida de masa despreciable y longitud [ tal como se observa en la
figura. Si las masas puntuales son perturbadas de su posicion de equilibrio producto de la
aplicacion de una fuerza no conservativa F,; sobre la masa puntual m,, haga lo siguiente:
a) Diga de cuantos grados de libertad es el sistema mostrado en la figura # 1 (3 puntos).
El sistema es de tres grados de libertad.
b) Deduzca las ecuaciones diferenciales de movimiento del sistema empleando:

b.1) El método de diagrama de cuerpo libre (15 puntos: dibujar diagramas de cuerpo
libre 9 puntos, deducir las ecuaciones diferenciales de movimiento 6 puntos).
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Tres puntos cada diagrama.



Dos puntos cada ecuacion deducida.

Eym, = miX;

Fi —kyxq +k3(x, — x1) + ky(xy — x1) — kpxg = my¥y
mlil + xl(kl + kz + k3 + k4_) + x2(—k3 — k4_) = F1

Z Fx,mz =myX, + m3(5c'2 + L6 cos 6 — LO? sin 0)

_k3 (xz - xl.). - k4(x2 - xl) = mzjéz + m3 (xz + Lg)
xZ(mz + mg) + 9(m3L) + xl(—kg — k4) + xz(kg + k4_) =0

Z M = m3L?0 + myLi,

—msgL sin @ = m3L26 + mylL,

b.2) Las ecuaciones de Lagrange (19 puntos: plantear correctamente la expresion para la
energia cinética del sistema 5 puntos, plantear correctamente la expresién para la energia
potencial del sistema 5 puntos, deducir las ecuaciones diferenciales de movimiento 9

puntos).

1 1 1 . .
T = Emljclz + Emzxzz +5m; [(xz + L6 cos 0)2 + (LG sin 0)2]
1 2 1 2 1 2 1 2
V= Eklxl + Ekle + §k3(x2 — xl) + Ek4,(x2 — xl) + m3gL(1 — COS 0)
d(aL) 6L+16P_ 19
at\as,) " av, T2y = oo 1= 12,.0m
Donde
L=T-V
Para v; = x4:
d ((’)L) oL _
dt\ox,) odx, '
myXy + [koxy + koxy —ka(xy —x1) —ky(x; —x))] = F4
m15€1 + xl(k1 + kz + k3 + k4,) + xz(—kg - k4) = F1
Pal‘a VZ = xZ:

d(aL) aL_O
dt\ox,) o0x,



my¥, + mg(¥%; + LOcos @ — LOZsin0) + ky(x; — x1) + ky(x; — 1) =0
x‘z(mz + mg) + 0(m3L) + xl(—kg — k4_) + xZ(kg + k4_) =0
Para v; = 6:
d (0L oL
—(—) _—— = O
dt \ge a6

ms{[-LOsin6 (&, + LO cos0) + L cos 6 (¥, — LO?sin 6 + LB cos )] + L?(sin 6)?6
+ 21262 sin @ cos 8} + mzgLsin6 = 0

Nota: Una vez deduzca las ecuaciones de movimiento, expréselas en forma matricial (3

puntos).
my 0 0 .i'l kl + kz + k3 + k4, —k3 - k4_ 0 X1 F1
O mz + m3 m3L {le + —k3 - k4 k3 + k4 0 {xz} = { O }
0 mzL  m3L*|\g 0 0 mygLl\ 0 0

c) Determine las frecuencias naturales (valores caracteristicos) del sistema de multiples
grados de libertad. Aqui tomeque L =5cm,m; =m =1kg,m, = 2m,m; = 3my que

ky = ks = k = 1000,k = ky = 2k (9 puntos).

Con lo anterior las ecuaciones de movimiento de forma matricial estarian dadas por:

[ 0 3m mL]{J'c'Z}+ -2k 2k 0 {xz} = {0}
0 mL mL*I{§ 0 0 mgLl\e6 0

Cuya ecuacion caracteristica esta dada por:
[[k] — w?[m]]X =0
Los valores caracteristicos de este sistema se encuentran por medio de:

A =|[[k] — w?[m]]| =0

6k -2k 0 3m O 0
A =|[-2k 2k ol—wz[o 3m mL]=O
0 0 mglL 0 mL mlL?
6k — 3mw? —2k 0
A = —2k 2k — 3mw? —mLw? ] =0
0 -mLw?  mgL —ml?w?




—6L*m3(w?)® + (18L2km? + 9gLm3)(w?)? + (—8L%*k*m — 24gLkm?®)w? + 8gLk*m

Remplazando para L = 5 cm, k =

,m=1kg:
—0.015(w?)3 + 49.4145(w?)? — 31772w? + 3924000 = 0
Lo cual da que:
w?; = 162.590929 —» w, = 12.751115 rad/s
w?, = 647.728956 - w, = 25.450520 rad/s
w?; = 2483.980115 - w3 = 49.839544 rad/s

d) Determine las formas modales (vectores caracteristicos) del sistema de multiples grados
de libertad mostrado en la figura# 1. Aquitomeque L =5cm,m; =m =1kg,m, =

2m,m; =3myquek, =k; =k = 1000%,k2 =k, = 2k (15 puntos).

Primer modo, w = wy:

6k —2k 0] Fm o o 1](x:®
2

-2k 2k 0 0 3m mL Xz(l) =0
| 0 0 mglL 0 mL mlL?] o
5512.227213 —2000 o 1(x®
—2000 1512.227213 —8.129546|{ x,® ¢+ =0
0 —8.129546  0.084023 I )
X =Jy ot =x,® 2.756114}
o 266.665568

Segundo modo, w = w,:

6k -2k 0 3m 0 0 X, @
[—Zk 2k 0 |- w?, [ 0 3m mL||{x,® =0
0 0 mglL 0 mL mllf{gq@
4056.813132  —2000 0 x,®
[ —2000 56.813132 —32.386448|{x,® t =0
0 32386448 —1.128822

0@



R Xl(Z) 1
X®={y @t =x,?] 2.028407
0 —58.195943

Tercer modo, w = ws:

6k —2k 0 3m 0 0 11 (%@
[—Zk 2k 0 —w23[0 3m mL|[{x,® =0
0 0 mglL 0 mL mLlf{g®
—1451.940345 —2000 0 x,®
—2000 ~5451.940345 —124.199006({ x,® ¢ =0
0 ~124.199006  —5.719450 1 { g
X1(3) 1
X® ={xy @ =x,® —0.725970}
0® 15.764587

e) Empleando analisis modal, encuentre la respuesta al problema de vibracién forzada.
Tomequem =1kg,k = 1000%,F1(t) = 2500t N /s,y que x;(0) = 0.1 m,0(0) =

0.035 rad, x,(0) = %,(0) = x,(0) = 6(0) = 0 (27 puntos: orto normalizar los modos
normales con respecto a la matriz de masa 9 puntos, determinar las funciones dependientes
del tiempo 9 puntos, determinar la respuesta del sistema 9 puntos).

Nota: Una vez deduzca la respuesta al problema de vibracion forzada, exprésela en forma

matricial (3 puntos).

Orto normalizar los modos normales con respecto a la matriz de masa 9 puntos

FO IR = 1

3 0 0 1
2
X, D1 2756114 266.665568} [0 3 0.05 ]{ 2.756114} =1
0 0.05 0.0025]266.665568

Entonces:
2 3
Xl(l) {1 2756114 266.665568}421.601620; =1
0.804470

Xl(l)z _ 1

__ (1) _
277060877 X1 = 0.060078

FO mx® =1



3 0 0 1
2
Xl(z) {1 2.028407 —58.195943} [O 3 0.05 ]{ 2.028407 } =1
0 0.05 0.0025/1-58.195943

Entonces:
, 3
X;P°{1 2028407 —58.195943}{ 3.175424 (=1
—0.044070

Xl(z)z _ 1

= @ _
12.005719 _ X1 0.288606

£ mX® =1

, 3 0 0 1
X, ®°{1 —0.725970 15.764587} {|0 3 0.05 [{—0.725970}; =1
0 0.05 0.0025](15.764587

Entonces:
) 3
3) —
X, {1 —0.725970 15.764587} {—1.389681} =1
0.003113

X1(3)2 _ 1

- @) _
Tos7oa1 ~ X 0.496418

Por lo que la matriz modal:
[X] = [XD X® XG))

0.060078 0.288606 0.496418
[X] = 0.165582 0.585410 —-0.360385
16.020734 —-16.795698 7.825825

Determinar las funciones dependientes del tiempo 9 puntos
[11a(®) + w213 = [XI"F =0
Lo que de forma escalar puede ser expresado como:
ql(t) + wizqi(t) = Fl(t)t = 11213
Aplicando la transformada de Laplace:

L{G; (1) + wiq:(0)} = L{F (D)}



s2Q;(s) — sQ;(0) — Q;(0) + w;2Q;(s) = Fy(s)
Qi(){s? + w;?} = F;(s) + sQ;(0) + Q;(0)
Fi(s) sQ;(0) Qi(o)

S+ w2 s+ w? s?+ w?

Fi(s) 4 sQ;(0) N Q:(0) }

Qi(s) =

L7HQi(s)} = L7 {

SZ+(I)i2 52+(1)i2 sz+wi2

Fi(s) q:(0)
stl——a)lZ} + q;(0) cos w;t + —

i

senw;t, (=123

q;(t) =Lt {

Para q, F,(s) =0 y para q3 F;(s) =0, en tanto que para q, F,(s) = L{F,(t)} =
L{2500¢t} = 2500/s2 por lo tanto:

_1{ 2500 } _ { 2500 2500 } 2500 (t sen a)lt)
s2(s2 + wy2)) w1252 w%(s? + w.2)) w2 w4
Donde las condiciones iniciales g;(0) y g;(0) estan dadas por:
[X]7[m]X(0) = g(0)
0.060078 0.165582  16.020734 1[3 0 0 0.1 q1(0)
0.288606 0.585410 —16.795698]||0 3 0.05 0 =<{q,(0)
0.496418 —-0.360385 7.825825 0 0.05 0.0025110.035 q5(0)
0.019715 q.(0)
0.086137{ =1 q2(0)
0.148979)  (g¢5(0)
[X]7[m]%(0) = G(0)
0.060078 0.165582 16.020734 1[3 0 0 0 4.(0)
0.288606 0.585410 —16.795698]||0 3 0.05 0 =144,(0)
0.496418 —0.360385 7.825825 0 0.05 0.00251\0 q5(0)
0 4.(0)
0} =14,(0)
0 q3(0)
Por lo tanto:
2500 sen w4t 7. (0
q1(t) = — (t— ! )+q1(0)cosw1t+q1( )senwlt
w1 1 w1



sen(12.751115)t
12.751115

q1(t) = 15.376012 (t — > +(0.019715) cos(12.751115 )t

q2(t) = (0.086137) cos(25.450520)t
q3(t) = (0.148979) cos(49.839544)t

Determinar la respuesta del sistema 9 puntos

sen(12.751115 )t
x,(t) = 0.060078 (15.376012( t —

12.751115
+ (0.019715) cos(12.751115 )tl

+ 0.288606[(0.086137) cos(25.450520)¢]
+ 0.49641[(0.148979) cos(49.839544)¢]

sen(12.751115)t
12.751115
+ [(0.024860) cos(25.450520)t] + [(0.073955) cos(49.839544)t]

x1(t) = [0. 923760 (t — ) +(0.001184) cos(12.751115 )tl

sen(12.751115)t
x,(t) = 0.165582 |15.376012 ( ¢t —

12.751115
+ (0.019715) cos(12.751115 )tl

+ 0.585410[(0.086137) cos(25.450520)¢]
— 0.360385[(0.148979) cos(49.839544)t]

sen(12.751115 )t
12.751115
+ [(0.050425) cos(25.450520)t] — [(0.053690) cos(49.839544)t]

x2(t) = lZ. 545991 (t - ) + (0.003264) cos(12.751115 )tl

sen(12.751115)t
6(t) =16.020734(15.376012( t —

12.751115
+ (0.019715) cos(12.751115 )tl

— 16.795698[(0.086137) cos(25.450520)¢]
+ 7.825825[(0.148979) cos(49.839544)t]

sen(12.751115)t
12.751115
— [(1.446731) cos(25.450520)¢] + [(1.165884) cos(49.839544)¢]

o(t) = l246. 33500 (t — ) + (0.315849) cos(12.751115 )tl



Nota: Una vez deduzca la respuesta al problema de vibracion forzada, exprésela en forma
matricial (3 puntos)

x(t) = [X]q(t)

sen(12.751115)t
<t T 12.751115
(0.086137) cos(25.450520)t
L (0.148979) cos(49.839544)t J

) +(0.019715) cos(12.751115 )t)
x,(t) 0.165582 0.585410 —0.360385 $

x1(8) [0.060078 0.288606 0.496418]{15.376012
a(t) 16.020734 —16.795698 7.825825

0(t) = [246.33500(5 sen(12.751115%5)
) ' 12.751115

+ (0.315849) cos(12.751115 5 )l

—[(1.446731) cos(25.450520 « 5)]
+ [(1.165884) c0s(49.839544 « 5)]

f) Determine la respuesta del sistema cuando han pasado 5 segundos (6 puntos).

x1(5 seg) 4.5220

x2(t) = {12. 6002}

o(t) 1215.9
Para el problema anterior tome como coordenadas generalizadas, medidas desde la posicién
de equilibrio, a los desplazamiento lineales x;, x, y al desplazamiento angular 6. De igual
forma considere que la Unica fuerza no conservativa actuando sobre el sistema es F;.
También suponga que las fuerzas de friccién que experimentan la masa puntual m; y la
masa puntual m, al desplazarse son despreciables, y que el desplazamiento angular 6 es
sumamente pequefio.
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*Si requiere hacer alguna suposicion (adicional a aquellas que aparecen en el enunciado
del problema), el hecho de enunciarla le ameritard un punto adicional.



