Ejemplos de los capitulos 'V, VI, y VII

1. Derive las ecuaciones de movimiento del sistema de tres grados de libertad mostrado a continuacion por
medio de:

a) La Segunda Ley de Newton.

b) Las ecuaciones de Lagrange.

F F; .. . .
9, Sk 20, Suposiciones: El sistema es de tres grados de libertad y
—fm\“)— estd compuesto de tres masas puntuales, las coordenadas
—_— (1 - ;=
N —1 - N generalizadas a emplear son x;, x,, x5, las Unicas fuerzas
1 —‘H[]H\— 2 —‘([]Il]‘— 3 - .
f . . X no conservativas actuando sobre el sistema son F, F,, F3,
() los resortes del sistema se comportan de forma lineal.
|—> x(1) |—> (1)

Ecuaciones basicas:

B mr,dt dv; ov; Zav-i_Qi,otrm L=1,.4,..,n

PPT elaborado por Arturo
Arosemena



Ejemplos de los capitulos 'V, VI, y VII

1. Derive las ecuaciones de movimiento del sistema de tres grados de libertad mostrado a continuacion por
medio de:

a) La Segunda Ley de Newton.

b) Las ecuaciones de Lagrange.

Desarrollo:
a) Deduccion de las ecuaciones de movimiento por medio de m %, m
la segunda ley de Newton. —> (6 =r K%
le—— Sk("‘l-”“s) St (la-xn) - p—
- - - - m
A partir de los diagramas de cuerpo libre se pueden deducir  *= *—__‘r_ e(%1=%2) e (z3-%p)
las ecuaciones de movimiento: 4 %, (%) F— x5 (D
mljél = —kx1 + Sk(X3 - Xl) + k(XZ - Xl) + F1 ----- =72 -
e Fz (t)
mlxl + 7kx1 - kxz - Skx3 == F1 k("z"") = m, 4 (7(2—963)
MyXy = —k(xy —x1) + k(x5 —x5) + F, 4—» %5 (t)
msz.z - kx1 + kaZ — kX3 = F3
m3jé3 = _Sk(X3 - xl) - k(x3 - xz) - kX3 + F3
m35(:'3 - 5kx1 - ka + 7kX3 = F3
b) Deduccion de las ecuaciones de movimiento por medio de I
las ecuaciones de Lagrange: V= z Vi
n i=1

N =

n
1 1
T = Z Tl = szlxlz -T= E[mlxlz + mzxzz + m35C32:| V= [kxlz + Sk(x3 - xl)z + k(xz - xl)z + k(x3 - xz)z + kx32]
i=1 i=1 2



Ejemplos de los capitulos 'V, VI, y VII

1. Derive las ecuaciones de movimiento del sistema de tres grados de libertad mostrado a continuacion por
medio de:

a) La Segunda Ley de Newton.

b) Las ecuaciones de Lagrange.

Desarrollo:

b) Deduccion de las ecuaciones de movimiento por medio de

las ecuaciones de Lagrange:
10P

= =0
l Zavi

L=T-V Qi,otro =

1
L= E[mlfclz + myXy? 4+ makz? — {kxy2 4 5k(xz — x1)% + k(x, — x1)% + k(x3 — x,)2% + kxs?}]

d <6L> oL 10P

] -——4—-——= : ) .:1,2,3
dt avl avi 26171 Lotro '

Parai =1

d(oL\ oL
dt\ox,) 0dx; Crotro
d (1 oodxy 1 dx d(x3 — xq) d(x, — x1)
%(E * Zmlxl * a_x1> + E{kal * d_xi + 10k(X3 - xl) 'd—x11+ Zk(xz - xl) '—1 == Fl
mljél + kxl - Sk(x3 - xl) - k(xz - xl) = Fl

mljé]_ + 7kx1 - ka — SkX3 = F1



Ejemplos de los capitulos 'V, VI, y VII

1. Derive las ecuaciones de movimiento del sistema de tres grados de libertad mostrado a continuacion por

medio de:
a) La Segunda Ley de Newton.
b) Las ecuaciones de Lagrange.

Desarrollo:

b) Deduccion de las ecuaciones de movimiento por medio de
las ecuaciones de Lagrange:

Analogamente parai = 2ei = 3:

d (oL oL
dt \dx, 0x2_QZ’0tm

mzjf.z - kx1 + ZkXZ — kX3 = F3
d(oL\ oL
dt\dx;) 0x3 Us.0tro
m35C.3 - 5kx1 - ka + 7kX3 = F3

Por lo tanto la ecuacién de movimiento en forma matricial
puede ser expresada como:




Ejemplos de los capitulos 'V, VI, y VII

2. Para el problema del ejemplo 1, determine los coeficientes de influencia de rigidez.

Suposiciones: Vea las suposiciones del problema 1. Para encontrar los coeficientes de influencia de rigidez se
considerara que las fuerzas externas son iguales a cero.

Ecuacion basica:

n
Fi =zkijx]', | = 1,2,...,71
j=1

Desarrollo: x,= | X3=0

Parax1=1,x2=x3=0 l
—
*3y

7(.3=O

Las ecuaciones de equilibrio estarian dadas por: %« <

ki1x1 —kxqy +5k(x3 —x1) + k(x; —x1) =0 — e
kisn—k—5k—-k=0-ky =7k
ka1x1 —k(xz —x1) + k(x3 —x3) =0
kyy +k=0-ky =—k
kz1x1 — 5k(x3 —x1) — k(xz — x3) —kx3 =0
k31 + 5k =0 - k3; = =5k
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2. Para el problema del ejemplo 1, determine los coeficientes de influencia de rigidez.

Desarrollo:

Parax2 = 1,x1 = X3 = 0

Las ecuaciones de equilibrio estarian dadas por:

kisxy —kxqy +5k(x3 —x1) + k(xy —x1) =0
kpp 4k =0 = kyy = kyp = —k
kazx; — k(x —x1) + k(x5 —x3) =0
kyy — 2k = 0 > kypp = 2k
kszx; — S5k(xs —x1) —k(x3 —x3) —kx3 =0
Koy 4k = 0> kgy = —k

Paraxs; =1,x; =x, =0

Las ecuaciones de equilibrio estarian dadas por:

kizx3 — kxqy + 5k(x3 —x1) + k(x; —x1) =0
ki3 +5k =0 - k3, = ki3 = =5k
kasx; — k(x —x1) + k(x3 —x3) =0
koz +k=0- ks, =ky3 =—k
k33x3 — 5k(xz — x1) — k(x3 —x3) —kx3 =0
k3z —7k =0 - k3 =7k

l._,. % =0

m, —>

iz

*

|_>XZ=1

2

L

l 3 13 =0
k ‘_E
—> %32
| > x3= 1
,k < m3 'k
ki3
k23
k33
-5
-1
7
6
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3. Para el problema del ejemplo 1, determine las frecuencias naturales y los modos de vibracién cuando
mqy= m; =m3=m.

Suposiciones: Vea las suposiciones del problema 1. Para encontrar las frecuencias naturales se considerara que
las fuerzas externas son iguales a cero.

Ecuaciones basicas:

Desarrollo:

a) Determinacion de frecuencias naturales.

7 -1 =5 m 0 0 ,_wm e
A=|lkl-1 2 -1 —wz[o m 0|[|=0 k
2
-5 -1 7 0 0 m A = _1 Z_wkm _1 ~0
7 -1 5] 1 0 0] 2
A=|lkl-1 2 -1 —wzm[o 1 ofl|=0 -5 1 7-2=
5 -1 7] 0 0 1l k

TR 2505
1 - 5 _ _ _ _

[—1 2 —1‘—wkm[0 1 ou =0 & wé‘m & L

-5 -1 7 0 0 1 +1[(—1)<7— p >—(5)l—5[(1)—<2— -

Jos] -
Lo que es igual a:

w?m\’ w?m\’ w*m
—16 + 50 —24=0
k k k

A =
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3. Para el problema del ejemplo 1, determine las frecuencias naturales y los modos de vibracién cuando

m1 = mz = m3 =m.
Desarrollo:

Y cuyas raices estan dada por:

2

wi"m
= 0.585786 » w; = 0.765367

ST=] 31%]

wo"m
— = 3414214 - w, = 1.847759

w=°m k
2 =125 w3 =2V3 /—
k m

b) Determinacién de los modos de vibracion.

Primer modo, w = w4

_ 1(x.@

7 -1 =5 e\ [0 o] (X
k|l-1 2 -1 —<0.585786—>m 0 1 of|{x,®
-5 -1 7 ™odooo ]|y

3

1

7 — 0.585786 ~1 -5 (X,

—1 2 — 0.585786 -1 < x,®

-5 —1 7 —0.5857861 | y (1)

\43

Lo cual representa un sistema de tres ecuaciones que
ha de ser resuelto de forma simultanea y en donde
X,y X, pueden ser expresadas en términos de

X, @:

1
X ={x,®4=x,® 1.4142131
X3(1) 1
Segundo modo, w = w,:
2
7 -1 -5 o oo ooy (@
k-1 2 -1 —(3.414214—>m0 1 of|{x, P =0
-5 -1 7 ™olo oo U] y@
3
§
7 — 3.414214 -1 -5 X,
~1 2 — 3.414214 ~1 X, Pr=0
-5 —1 7—3414214l | y @
\43

Lo cual representa un sistema de tres ecuaciones que
ha de ser resuelto de forma simultanea y en donde
X,y x,@ pueden ser expresadas en términos de

X, @:
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3. Para el problema del ejemplo 1, determine las frecuencias naturales y los modos de vibracién cuando
mqy= m; =m3=m.

Desarrollo:
X, 1
X ={x,®@ :xl(Z)[—1.414213}
X (2) 1
3

Tercer modo, w = ws:

7 -1 -5 o 1o of] (%%
k|l-1 2 -1 —(12E>m0 1 of|{x,® =0
| -5 -1 7 0 0 Uf{y®
7-12 -1 -5 (%%
-1 2-12 -1 [{x,®:=0
| —5 -1 7-12l(y®

3

Lo cual representa un sistema de tres ecuaciones que ha de
ser resuelto de forma simultanea y en donde X,® y x,®
pueden ser expresadas en términos de X;®:
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4. Para el problema del ejemplo 1, determine las amplitudes de movimiento del sistema de tres masas

cuando se tiene vibracion libre (F; =F, =F3=0)y m=1kgy k=1000 N/m. Tome de igual forma
que:x1=1, X7 = X3 =X1=X2=X3=0.

Suposiciones: Vea las suposiciones del problema 1.

Ecuaciones basicas:

() = [X]1G@®), [X] = [XD X@ . X™], [114(t) + 0 2[11§ () = [X]TF, [X]7 [m]Z(0) = (0), [X]" [m]¥(0) = §(0)
Desarrollo:

En primer lugar se normalizara la matriz de masa:

X0 [m)F® =1 ¥ [m]¥® =1
1 0 0 1 1 0 0 1
x, %1 1414213 11 {0 1 0“1414213} =1 X, @%1 —1414213 1} {]o 1 0“ 1414213} =1
1 . . = 1 —1. —1. =
0 0 1 1 0 0 1 1
Entonces: Entonces:
2 1 2 1
X, D1 1414213 1}{1.414213} =1 X, D1 —1.414213 1}{-1.414213}=1
1 1

1 1
X, ®° =X =05 X, ®° =7 Xx® =05
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4. Para el problema del ejemplo 1, determine las amplitudes de movimiento del sistema de tres masas
cuando se tiene vibracion libre (F; =F, =F3=0)y m=1kgy k=1000 N/m. Tome de igual forma

que:x1=1, X7 = X3 =X1=X2=X3=0.
Desarrollo:

¥ mX® =1

1 0 0](1

0 1 0]30 =1
0 0o 1ll-1

, 1
X1 o0 —1}{ot=1
-1

2
¥ o —1}{

Entonces:

2 1
X, ®° = > X,® =0.707107

Por lo que la matriz modal:

[X] = [ ¥@ £O]

0.5 0.5 0.707107
[X] ={0.707107 —0.707107 0
0.5 0.5 —0.707107

Ahora se han de determinar las funciones
dependientes del tiempo.

[11d(®) + w2[113(®) = [X]"F = 0

Lo que de forma escalar puede ser expresado como:
() + w;?qi () = Q;(1) =0, i=123
Aplicando la transformada de Laplace:

L{G;(t) + wi?qi ()} = L{0}

s2Q;(s) — 5Q;(0) — Q;(0) + w;*Qi(s) =0

Qi(s){s? + w;?} = sQ;(0) + Q;(0)

_ sQ;(0) 4 Q:(0)

S2 + wi?  s? 4 w;?

£710:(5))} = L‘l{ 5Q;(0) Q:(0) }

S2+ w;i?  s?+ w;?

q:(0)

i

Qi(s)

q:(t) = q;(0) cos w;t + sen w;t, i=123

Donde las condiciones iniciales g;(0) y g;(0) estan
dadas por:

[X]"[m]x(0) = G(0)
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4. Para el problema del ejemplo 1, determine las amplitudes de movimiento del sistema de tres masas
cuando se tiene vibracion libre (F; =F, =F3=0)y m=1kgy k=1000 N/m. Tome de igual forma
que:x1=1, X7 = X3 =X1=X2=X3=0.

Desarrollo:
71(0
0.5 0.707107 100 q.(0) q1(t) = q1(0) cos w1t + 4 )sen w1t
0.5 —0.707107 01 0 q,(0) W
0.707107 0 —0. 707107 0 0 1 qs(0) I
q1(t) = 0.5cos| 0.765367( |— |t
0.5 0.707107 0.5 1 q1(0) m
0.5 —0.707107 0.5 0 =192(0)
_ f 1000
0.707107 0 0.7071071 (0 q5(0) 41(6) = 0.5 cos (0_765367< - >t>
0.5 q,(0)
{ 0.5 } ={q,(0) q1(t) = 0.5 cos(24.20t)
0707107/ \q3(0) De igual forma:
[X]"[m]x(0) = q(0) q,(t) = 0.5 cos(58.43¢)

0.5 —0.707107 0.5 0 1 0]j0;{=1q2(0)

[ 0.5 0.707107 0.5 ”1 0 0“0} ¢1(0) g5(t) = 0.707107 cos(109.54t)
0.707107 0 —0.70710711l0 o 110 3(0)

Consecuentemente la respuesta del sistema estard dada
por:

x2(t) p =10.707107 —0.707107 0 0.5 cos(58.43t)

0 41(0)

{O} {qz(m} 2(8) = [X13()

07 {43(0) x1(8) [ 0.5 0.5 0.707107 ] 0.5 cos(24.20t)
x3(1) 0.5 0.5 —0.707107) 0.707107 cos(109. 541)

Por lo tanto:



