V. Calculo de variaciones y breve
Introduccion al analisis de placas
elasticas delgadas

Objetivo:

1. Comprender las bases del calculo de variaciones y apreciar
su utilidad.

2. Introducir la teoria empleada en el analisis de placas

elasticas delgadas.

1. Funcionales y calculo de variaciones

Los métodos variaciones proveen una forma consistente para
derivar las ecuaciones diferenciales de problemas fisicos.

Funcionales

Una funcidn de una variable real continua es un mapeo del
dominio de la variable dentro de su rango. Por ejemplo si y
= f(x) = senx, el domino de f(x) es todo el conjunto de
numeros reales. Sin embargo el rango de f(x) son todos los
valores de y dentro del intervalo -1 <y < 1.

El dominio de una funcion esta dado por el conjunto de
valores que puede tomar una funcion. Es decir todos los
valores a los cuales se puede evaluar la funcion.

El rango de una funcion, esta determinado por
todos los valores que pueden resultar al evaluar
una funcion.

Las funciones generalmente requieren satisfacer
ciertas condiciones. Por ejemplo, la solucién de
una ecuacion diferencial requiere satisfacer
ciertas condiciones de frontera.

Un funcional por otro lado, es un mapeo de un
conjunto de funciones dentro de un conjunto de
numeros reales, de manera tal que el mapeo de
cada funcion en ese conjunto es un nimero real
unico. En otras palabras, un funcional es una
funcion de un conjunto de funciones que resulta
en un namero real.
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1. Funcionales y calculo de variaciones
Funcionales

El dominio de un funcional es el conjunto de funcionesy su
rango es un conjunto de nimero reales.

Funcionales comunes incluyen:

arf(2 ; ini
- —’;i) el cual es un funcional cuyo dominio son todas las

funciones diferenciables en x = 2.

1 (L ou\2 , ;
V= Efo EA (5) dx el cual representa la energia potencial

de una barra elastica de longitud L, modulo de elasticidad E,
y seccidn transversal A. ElI dominio de este funcional son
todos los desplazamientos u(x, t) que satisfagan las
condiciones de frontera especificas de la barra.

Particularmente nos interesan los funcionales I de la forma:
b

I = jF(x,y,y’)dx

a

Donde: x es una variable independiente, y(x) es
una funcion continua diferenciable en el
intervalo cerrado [a, b] que satisface
condiciones especificasenx =ayenx =b,y’
= dy/dx,y F unafunciénde x,y,y’.

Existen dos funcionales clasicos que son
comunmente utilizados para ilustrar el calculo
de variaciones. El primero consiste en que curva
y(x) minimiza la longitud del arco entre dos
puntos. Es decir que recorrido o ruta es la mas
corta para unir los dos puntos.

ds= V1+y'2dx

(X1,)1)

(X2,)2)

N4
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1. Funcionales y calculo de variaciones
Funcionales

El segundo problema clésico considera el problema del
braquistocrono de Bernoulli, el cual consiste en determinar el
camino entre dos puntos especifico a traves del cual le
tomard a una particula desplazarse sin friccién en el menor
tiempo posible.

By (X1,¥1)

(b)

\Variaciones

Si y(x) es una funcién continua de x, entonces el diferencial
dy debido a un cambio en la variable x:

dy = lim [y(x + Ax) — y(x)]
Ax—0
Lo que puede re escribirse como:
dy = y(x + dx) — y(x)

Ahora, considere que y(x) es una curva entre
dos puntos (xi,v;) Y (x,,¥,). También
considere que & sea un parametro pequefio y
que n(x) sea cualquier curva arbitraria que
cumpla con n(x;) = n(x,) = 0y que sea de
clase C' (es decir al menos su primera
derivada existe). Una familia de curvas es
entonces definida por:

y(x) = y(x) + en(x)

Y el cambio de y(x) a y(x) es llamado
variacion en y y puede ser denotado como

S(y):
5(y) = en(x)
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1. Funcionales y calculo de variaciones

Variaciones De la imagen anterior se puede ver que la
i distancia A'D puede ser determinada como:
Sy +d(y+38y) =dy+ 5y +dy)
6y +dy + d(6y) = dy + 6y + 6(dy)
d(6y) = 6(dy)
Lo anterior demuestra que la diferenciacion y
Los conceptos de diferencial y variacion son comparados en la variacion, son operaciones conmutativas.
la siguiente imagen. Esto implica que el orden de variacion y
D _ diferenciacion puede ser intercambiable.
d(y+8)) d dy
yréyt T X 3(y+dy) 0y =6 (dx>
)
y{/}dy LA
y“ A ____________ Al
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2. Ecuacion de Euler-Lagrange

Consideremos que y(x) es una funcion que minimiza el

funcional:
b

I = jF(x,y,y’)dx
a
Y que 6(y) = en(x) sea la variacion de y(x). Donde
n(x =a) =n(x=>b) =0. Ahora bien, al remplazar
y(x) por y(x) y y'(x) por ¥'(x) en el funcional anterior

se tendra:
b

I = jF(x, 7,9 dx

a

El cual solo sera funcion del parametro €:
I'=f(e)

El extremun (maximo o minimo del funcional) de I se
obtendra cuando:

ar_,
de

Lo cual cuando ¢ = 0, implica que 6 =0,y
por lo tanto:

dil _dl B
de o de ce0
. b
dl _dI _d Fix 5 5V dx = 0
de " de T de (63, )dx =
€=0 £=0 a
b
dl _j‘ dF SNy = 0
dg - dg (xyy) X =
e=0 7
b
dl 0Fdx O0Fdy OF dy'
— =f ——— t =t == dx =0
de dxde 0yde 0y de
a
b
dl _j oF +6F ) dx = 0
de o - ayn(x) aj;/n (x) X =
- a
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2. Ecuacion de Euler-Lagrange

Integrando por parte el término ;-;n’(x):

L £ Y
u—ay,, v=nXx x,u—dx aj‘]" X,V =
Entonces:
b b
j‘aF oovge = OF j* d (oF
a

a
Por lo tanto:

b
dl _if oF d [0F dx = 0
de = 1) ay dx\dy’ =

a
Teniendo presente que cuando € = 0

y=yy =y
La expresion anterior podria re escribirse como:

_ i OF d (OF _
= [ne [@‘a@y')] =0

=0

dl
de

=0

n(x)

)

En la expresion anterior si n(x) es cualquier
funcion arbitraria para que se cumpla la
igualdad se tendra que:

oF d [0F _ 0
dy dx\oy')

Esta Gltima ecuacidn es conocida como la
ecuacion de Euler-Lagrange y tras ser
resuelta da el valor de F que extremiza al
funcional 1.

Ruta mas corta para unir dos puntos

Como ejemplo consideraremos que curva
y(x) minimiza el funcional I asociado con la
longitud del arco entre dos puntos.
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2. Ecuacion de Euler-Lagrange

, _ OF d (0F\

Ruta mas corta para unir dos puntos ay dx ayr -
o gs- ey o o0 1 2 ]ay
dy oy 2| /1+ (yNz| Ay’

d y'
-—|=—=—=—===0
dx <\/1 + (y’)2>

(X2, ¥2) .
Lo cual tras integrar una vez con respecto a x
(a) N es igual a:
b b yr
= [Cas - [V@TT o -
a a Y 1+ @')?
b dx (yr)z
| = Jdx? + dv2)—= V) 2 N2 _ 2 N2 2
a( X°+ y)dx 1+ (y)2 G- " Ci"+ ()G
x2 d 2 N2(1-¢,%) =2
1=j 1+<_y> dx (J’)( 1) 1
xl dx
y , G,*
Empleando la ecuacion de Euler-Lagrange: y' = e =C,
- L1

F=y1+(y')?
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2. Ecuacion de Euler-Lagrange

Ruta mas corta para unir dos puntos

(X)) ds= /1+y2dx
(Xo,Y5)
(a) N
dy
—=C
dx 2
y == sz + C3

Esto Gltimo prueba un hecho conocido, la ruta més corta
para unir dos puntos es una recta.

En caso tal que se trate de un funcional que dependa de n

variables dependientes:
b

I = fF(x,yl,yz,---,yn, Yoy ey )dx

a

Se tendré la siguiente expresion para las
ecuaciones de Euler-Lagrange:

OF _d (0F\_. 1,
3y, dx ay,i =0, i=1,2,..,n

3. Funcionales con dos variables
independientes (x, y).

a rb
I = j f F(x,y, W, Wy, Wy, Wyy, Wy, Wy, wyx) dydx
0o Jo

Aqui se busca la funcion w(x,y) que
extremice al funcional I.

Se define la variacion de w(x,y) de la
siguiente manera:
s(w) = en(x,y)
Donde:
€+ f(xy)

n(x,y) — Es arbitraria, de clase C"
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3. Funcionales con dos variables independientes (x, y). f j <6F dx oF dy OF dw) dvd
yax +

dxde  dyde | ow de

Donde:
n(0,) = n(ay) =n(x,0) =n(x,b) =0 f f (aF divy  _OF diws OF dWy) dydx +
12(0,%) = 1:(a,5) = 7(x,0) = 0y (x,b) = 0 oW, de | OWy ds | OW, de
1y(0,y) = ny(a,y) = 1y,(x,0) = n,(x,b) =0 j f <66F = aaF djxy + a?vF dgyx> dydx
Sea w(x,y) = w(x,y) + en(x,y) Wyy de Way @& Wyx @€
— _ oF
W, y) = wye(x,y) + eny(x,y), j j <a~ n+— 5 Tlx — 77xx> dydx +
Wxx(xJ Y) = Wxx(x» Y) + Eﬂxx(x, Y)» Wax
— oF oF
Wy, (x,y) = wy(x,y) + eny,(x,y), J j < o, ny + nyy ey Ty + o, nyx> dydx
Wy (6, ) = wyn, (6, y) + €nyy (x, ), .
yy (X, Y yy\ XY T Elyy (X, Y Il dl
ny(x; y) = ny(x, y) + Enxy(xr ¥), de T de .
=0 -

wyx(x: y) = Wyx(x:y) + Enyx(x' y)
Y el extremun (maximo o minimo del

funcional) de I se obtendra cuando:

_dI
T de

=0

a
I= j f F(x,y, W, Wy, Wy, Wy, Wyy, Wy, Wy ) dydx
0 0 di
de

=0
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3. Funcionales con dos variables independientes (x, y). Para probar el teorema anterior considere
inicialmente que F, = 0:

dl f f oF N oF dvdy + y

de 6w77 awx awxx Axx ow, Ty Jayax

j‘ j‘ oF oF dvdx = 0
aWyy 77yy 77xy aWyx 3 Nyx |ayax =

¢ Como se pueden efectuar estas integrales de superficie?
Teorema de Green

|
|
: u(x)

El teorema de Green permite efectuar la transformacion o
entre integrales de superficie y de linea.

|
|
|
|
|
I
|
!
a b

Aquia < x < b,u(x) <y < v(x).
Considere R una region delimitada cerrada en el plano

xy cuya frontera C consiste de curvas suaves y finitas. j j 5F1 dxd f f vt dxd
Sea F,(x,y) y F,(x,y) funciones continuas que tienen Y= (@) Y=
) dx =

derivadas parciales continuas dF; /dy y dF,/dx en algin
dF, 6F1 b
ﬂ = T 5, |dxdy = %(Fldx + Fdy) j Fl(x,v(x)) — Fl(x,u(x))dx
a

dominio dentro de R. Entonces: jb (
a

10
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3. Funcionales con dos variables independientes (x, y). (
Cc

j Fy(x,y)dx + j Fi(x, y)dx> - - 55 (Fy (x, y)dx)
[ C

Teorema de Green

Cx*
y
Por lo tanto:

ﬂ (aa_l;l> dxdy = — jg (Fy (x, y)dx)
R Cc

Similarmente si F; = 0:
Y

ul(x)

O

|
|
|
|
I I
I I
I I
I I
a b x d

b b
j Fl(x,v(x))dx—f Fl(x,u(x))dx =

a

a b
—j Fl(x,v(x))dx—j Fl(x,u(x))dx c
b a

En vista de que y = v(x) es lacurva C*™ y que y = u(x) )
es la curva C* la integral anterior podria re escribirse Aquigly) sx<p(y),csy=d.
como integrales de linea:
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3. Funcionales con dos variables independientes (x, y). d ¢
f (F2(q(y), »)dy + f (F,(0(),y))dy
Teorema de Green c d

; jj ( )dxdy f (Fy(x,y)dy)

La superposicion de los resultados anteriores
prueba el teorema de Green.

Caso especial F; = G4, F, = $G,, donde
= f(xp):

ﬂ <a(ﬁG2) 6(361)> dxdy = jﬁ(ﬁaldx + BG,dy)
C

ff (%) dxdy = IQ(Y)I <6F2> dxdy =
). 0x p(y) Je 0x
d a) _
[[(enl?)er-
C

d
_ — 0 0
|| 0019 = Ry i Uﬁ(g_aﬁ;) ; st + Gy

R
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3. Funcionales con dos variables independientes (x, y).

oF d [ OF
Algunos ejemplos de la aplicacion del teorema de Green fo jo (m’h) dydx = — ff ”a(m> dxdy
de interés. R
N .
a rb OF
a b/ QF ) f j <—n dydx
—n, | dydx W,y ¥
J0 —Io <an ¥ 00 =
Sea: Sea:
oF Gy =0,8 =16, =
— — - 1=Up =Nyt =
Gl 0) ﬁ n, GZ an ow

[ (onorte= [ (3o, [ (o v = Hnax( a P
jﬂ . <6_de> jé N <(;)7de>

ow. ¢
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3. Funcionales con dos variables independientes (x, y). a b/ gF arb 9 /[ OF
. ., f j ( )dydx=—j f ny—< )dydx+
Algunos ejemplos de la aplicacion del teorema de Green o Jo 0x \ 0wy,

de interés.
( oF p )
>dydx— i My OWyy y

[ o [ 122 C
fn(%( oF >dy> 3€,7x <6€VF dy> fo"‘ jo” <%nxy> dydx = foa fobnai;y (aivi) dydx +

OWix Xx
a rb d0 [ OF oF
[ G s (5 ) 2x) ¢ 1 (s )
C

>dydx—f f n6x2<
b jj( >dd jJ 2<6F>dd

a oF Nxy |Ayax = n yax

j j <W’7xy> dydx 020y \OWay

o Jo xy

Por lo tanto:

Sea:

oF

OWyy,

Gl = O'ﬂ =77y»G2 =
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3. Funcionales con dos variables independientes (x, y). 4. Ecuacion diferencial que rige las
deflexiones pequefias en placas.
f f ( oF + oF )d dx + Las suposiciones que tipicamente se
n+ Nxx T 3Ny yax u ICI u
ow an anx Iwy hacen en el estudio de las deflexiones en

oF placas delgadas son las hipotesis de
f f <6W Nyy + nxy e lex) dydx =0 Kirchhoff (vea el inicio de la seccidn
vy yx 9.1.2 de su libro de texto).
j f 62 oF d ( OF dvd 4
ow  ox awx oz \ow. ) oy \aw, | | Y

jj 0° aF+62 oF dvdx = 0
awyy axay Wy dydx \ 0w, yax =

Consecuentemente:

oOF 0 [ 0F +62 oF 0 ([ OF N
ow  Ox\Ow,) 0x2\0wy,/ 0Jy\dw,

2% ( OF N %2 ([ OF % ( OF _ o
dyZ\dwy, )  0x0y \ 0wy, ayax oW,y
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4. Ecuacion diferencial que rige las deflexiones
pequenas en placas.

-Principio de conservacién de energia: Para un cuerpo
elastico en ausencia de efectos térmicos e inerciales, la
energia potencial o de deformacion del cuerpo seré igual
al trabajo hecho por las cargas aplicadas.

-Principio de energia potencial minima: Dentro de todos
los posibles desplazamientos consistentes con las
reacciones, el estado correcto de desplazamiento es aquel
que minimice la energia potencial.

Para el caso particular de deflexiones pequefias en placas
w(x,y) sujetas Unicamente a una carga lateral P(x,y), la
energia de deformacion V' esta dada por:

V= foa fobg{(wxx + Wyy)2 -2(1—-v) [(Wxx)(wyy) - (ny)z]} dydx

a rb
- f f P(x,y)wdydx
o Jo

Donde:

B Eh3

12(1 —v?)

Aqui E es el modulo de Young, h el espesor
de la placa, v la razén de Poisson, a la

dimension de la placa en la direccion x, y b
su dimension en la direccion y.

D

Por lo tanto el funcional de interés es:
D

F = 2 (we + wy,)” = 21— ) [0 (wy) — (wi)]}

—Pw

OF __, 0(0F\_,
ow ' ax\ow, |

Aqui:
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0% ( OF D1
(5ny>_ ( _”)(Wxxw)

4. Ecuacion diferencial que rige las deflexiones

pequenas en placas. 0xdy

% [ oF d% (D . :
— — {7 —2(1 — De manera tal que la ecuacion diferencial
dx? (anx> dx? <2 (2 (e + wyy) =201 =) (Wyy)}> resultante es:
0% [ OF D
%Z\aw_ | = 7{2 (Waxxex + Waxyy) — 2(1 = ) (Wayy )} —P + D(Waxxx + VWaxyy) + D(VWrryy + Wyyy) +
XX
92 [ aF 2D(1 = v)(Wyxyy) =0
ox2 <0Wxx> = D (W + VWayy) O Bien:
o ( OF — 0 D64W+64W+2 04w _p
dy \ow,, B ox* = dy* dx20y?|
d% ( OF d% (D Una deduccién alternativa a la aqui
dy2 (awyy> ~ 0y? (E (2 (Wax + wyy) = 2(1 = v)(WXX)}> presentada puede ser apreciada en la seccion
22 [ aF 9.1.2 de su libro de texto.
ay? <6Wyy> = D(VWxxyy + Wyyyy)
% [ OF 9% (D
= —{-2(1 - v)[-2
9x0y <awxy) 9xdy (2 -2 -v)| (W"Y)]D
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5. Resolucion de la ecuacidn diferencial que rige las
deflexiones pequenas en placas para determinadas
condiciones de frontera.

Método de Navier (Placa simplemente apoyada en sus
extremos v sujeta a una carga lateral P(x, v))

Ecuacion diferencial:

64W+64W+2 o'w |
ox* = oyt dx20y2|

Condiciones de frontera:

w=20 w = 0|
x=0,a y=0,b
0%w d0%w
M, =— 922 v 3y2 =0
x=0,a
" = d2%w d%w — 0o
y dy?2 ox2 ]

T X

___________________________

____________________________

Se supondrd que tanto la carga como la
deflexion en la placa pueden ser modeladas a
través de series dobles de Fourier:

P(x,y) = i i P,y sin (% x) sin (%y)

n=1m=1

- f Jy [P(x y) sin (— x) sin ( )] dxdy
I Jo [Sln ( ) sin (T y)] dxdy
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Loading Coefticients g,

Uniform load
q(x,y) = qo

lbg
Gmn = o

(m,n=1,3,5---)

Hydrostatic load
9(x.y) = qoF

__ _8qo 1\yn+1
mn = 72,5 (7J'>

(m=1,3,5--+)
(n=1,2,3, --)

Point load
li.e., Qo at (x0,%0)]

Gmn _Q_ mrro _L
! a

(m,n=1,2,3,---)
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Coefficients g,

Line load
q(r.y) = qo 6(y — o)

__ 8qo _:._ nmyo
Imn = Zpm S 75

(m=1,3,5,--+)
(n=1,2,3,---)
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5. Resolucion de la ecuacidn diferencial que rige las S Pnn

deflexiones pequenas en placas para determinadas mn mm? /i MIN2 /T >

condiciones de frontera. D [(T) + (T) + 2( a ) (T) ]

Método de Navier (Placa simplemente apoyada en sus N Bnn

extremos y sujeta a una carga lateral P(x,y)) mn mm2 212
p|(5) + () |

- X

...........................

Por lo tanto:

b % W) = EWZ(D[ )+(T

____________________________
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5. Resolucion de la ecuacion diferencial que rige las Condiciones de frontera:
deflexiones pequenas en placas para determinadas

condiciones de frontera. w = 0|y=0 )
Método de Levy (placa con al menos dos bordes 92w 92w
simplemente apoyados en sus extremos y sujeta a una M, = — (F— vF) =
carga lateral P(x,y)) y x y=0b
wo=Myy =0 Sea:
- a -
— L - W(x,y) = Wy(x,y) + W, (x,)
T \ Problema homogeneo.
— simply
b — supported ® i
| /| WyCey) = . fu(ysin(Soy)
....... st o]
S wo= My =0 *w  0*w d*w
) + + 2 =
vy [6x4 oy* 0x20y?

Ecuacion diferencial:

94w 94w 94w d* fn (%) _9 <m> (n_T[)Z + (Ef =0
[6x4 + 3y + 26x26y2] =P dx* dx? b b
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5. Resolucion de la ecuacidn diferencial que rige las
deflexiones pequenas en placas para determinadas
condiciones de frontera.

Método de Levy (placa con al menos dos bordes
simplemente apoyados en sus extremos y sujeta a una
carga lateral P(x,y))

Considerando que:

falx) = e
1222 () 4 (0 =0
nm nm

A =—, Aoy = ——
1,2 b 3,4 b
Por lo tanto:

(x) = A, ,eM* + B, xe** + C,e’3* + D, xet*
n n n n n

Problema no homogéneo
Sea:

Wy (x,7) = Zlgnm sin ()
P(x,y) = len(x) sin (7-7)

fob P(x,y) sin (%n y) dy
f; [sin ()] v

Lo que al remplazar en la ecuacion diferencial
da:

Pn(x) =

o*w N o*w o 24w
ox* = dy* dx?dy?

(o]

W (x, ) = A e/llx + aneALx _l_ Cnel3x + anellx Sln
X,y n

n=1

nm
by
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5. Resolucion de la ecuacidn diferencial que rige las
deflexiones pequenas en placas para determinadas
condiciones de frontera.

Método de Levy (placa con al menos dos bordes
simplemente apoyados en sus extremos y sujeta a una
carga lateral P(x,y))

Problema no homogéneo

D

dign()  (Pga@)) mm?  nmys
w2 ) () + () = new

Tras resolver la ecuacion ordinaria anterior y encontrar
gn(x) se puede determinar W, (x,y) y consecuentemente

W(x,y). Las constantes A,, B,,, C,, D,, dependen de las
condiciones de frontera en los otros dos bordes.

Tipicamente se suele suponer que g, (x) es una funcion
que presenta la misma forma que B, (x).

6. Vibracion de placas.

Principio extendido de Hamilton.

t2
s| m-=mdt=0

t1

Donde 11 es la energia de deformacion y T la
energia cinética.

=-T= joafobg{(wxx + wyy)z}dxdy -
fajb D {2(1 — ) [(wxx)(wyy) (Wyy) ]}dxdy —

ffPdedy jfph(wt)zdxdy

Aqui debe comentarse que no se esta
considerando el momento de inercia de masa
de la barra.
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6. Vibracion de placas. Nx(0,y,t) = nyx(a,y,t) =nx(x,0,t) = nx(x,b,t) =0

Funcional y ecuacion diferencial que rige el problema de ny(0,y,t) =n,(a,y,t) =1n,(x,0,t) =ny(x,b,t) =0
vibracion en placas.

Seaw(x,y,t) =w(x,y,t)+en(x,y,t)
F= f(w, Wi, Wy, Wyy,ny) y y

t b
I = f f j F(W, Wi, Wiy Wy, ny) dxdydt
t; Jo Jo

Aqui se busca la funcion w(x,y,t) que extremice la d_f= jtzj“fb oF dW_I_ OF dw,
funcional 1. ow de 0w, de

tz
I= J f f F(W, Wy, Wy, Wyy, Wy, ) dxdydt
ty Yo Jo

> dxdydt +

Se define la variacion de w(x, y) de la siguiente manera: t OF div OF div OF dw
j j f = + ¥ xy) dxdydt
S(w) =en(x,y,t) t OWy, de awyy de  O0Wyy, de
Donde:
t2 oF
e+ f(xyt) f f f ( ~n+a—tht a~xxnxx>dxdydt+

n(x,y,t) — Es arbitraria, de clase C"

tz
(0,3,8) = n(a,y,8) =(x,0,6) = nx,b,6) = 0 [ f [ ( Ty + nxy>dxdydt
t1
n(x,y,t1) =nlx,y,tz) =0
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6. Vibracion de placas.

Funcional y ecuacion diferencial que rige el problema de
vibracion en placas.

dl
de

_dI
T de

£=0 €=0

Y el extremun (maximo o minimo del funcional) de I se
obtendra cuando:

il dl B
de £=0 o de £=0 -
? oF
£=0 ) -/;1 .];, Jo <_77 + —Tlt W T]xx> dxdydt +
t, ra b
-/;1 Jo Jo owy,, Fw Ty T Tlxy> dxdydt = 0

Lo que tras emplear la primera identidad de
Green e integracion por partes lleva a:

En vista de que n(x,y,t) es una funcion
arbitraria lo que esta en corchete debe ser
igual a cero. Y considerando el principio
extendido de Hamilton se tendrd que la
ecuacion diferencial que rige el problema
es:

I st e
fff (o)

b 64W_|_64 L W 04w " 0°w
axt " 9yt | “ax2ay? — P 2

)
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6. Vibracion de placas. © omm o
Vibracion libre (P(x, y, t) = 0). Jooy) = Z z]mn S (7") st (TV)

m=1n=1

54W+34W+2 0*w +oh 0°w _ 0 Lo que al ser remplazado en la ecuacién

dx* = oyt dx20y? ot? diferencial lleva a la siguiente expresion:
Sea: miy 4 mm\2 mm\%2  mm\*

- | (5 2 () (5) + (5| - otar = o
w(x,y,t) = J(x,y)(Asin wt + B sin wt) a a

Aqui A,B dependen de las condiciones iniciales y la D mm\2 2
forma de J (x, y) de las condiciones de frontera. Wmn = oh (T) (T)

Placa simplemente apoyada. _ :
Siendo la frecuencia fundamental w1 :

w=20 , w = 0| )’
x=0,a y=0, D TN 2 T 2]
wi = [—|[l=) +(+
el ([0
x=0,a
M, = 0| En la siguiente figura se aprecia w;, (a), wyq
y=0b (b), w12 (c):

Sea:



V. Calculo de variaciones y breve
Introduccion al analisis de placas
elasticas delgadas

6. Vibracion de placas.
Vibracion libre (P(x,y,t) = 0).

" LA
G AR
,,’/ y/
(a)

(b)

0

X

Y
()
Vibracion forzada (P(x, vy, t) # 0).

o*w  o*w o*w d%w
Dl=—+=—+2 + ph =P

_|_ _
ox* = dy* 0x?0dy? dt?
w = 0| , w = 0| ,
x=0,a y=0,b
M,=0 , M,=0
x |x:Qa Y |y:0b

W(X,y, O) = uO(x'y)! W(x!y' O) = UO(X,y)

Aqui el punto encima de la variable w
representaa dw/at.

Sea:
= Y o () s ()
vo(x,y) = 21 Z Vyan SID (? x) sin ("b—” y)
P30 = D' i () sin ()
Wy, t) = ZZW’”"(” sin (=) sin (5-7)
Por lo tanto:
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6. Vibracion de placas.
Vibracion forzada (P(x, y,t) # 0).

foa fob U (x,y) sin (g x) sin (nTn y) dxdy

e foa fob [sin (? x)]z [sin (r;?_ny)]z dxdy
- fa fb vo(x,y) sin (% x) sin (nTn 32/) dxdy
f Jo [sm( )] [sin (nTny)] dxdy
B () = faf P(x,y,t)sin (%x) sin (%y) dxdy

i 0 o ()] o () s

Lo que al ser remplazado en la ecuacidon diferencial lleva
a la siguiente expresion:

D [(%)2 + (’;—”)T Wran (£) + (Ph) Wy (£) = Prun(0)

Definiendo a M,,,,, como:
D mm\2  mm\ 2]
Minn = (p—h) [(7) +(F) ]
Lo anterior podria ser re escrito como:

Wi (6) + My Wi (6) = <p—1h) Pon(©)

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria
de segundo orden que puede ser resuelta
empleando el método de transformada de
Laplace.

. B 1
L{MWp (8) + My Wi ()} = £ KE) Pmnu)}

SZWmn(S) - SWmn(O) - Wmn(o) + anWmn(S) =

L)p
(E) mn (5)

Pon(s) = L{Pyn ()}

Donde:
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6. Vibracion de placas. N1
Vibracion forzada (P(x, y,t) # 0).
Lo anterior también se puede re escribir como: L7777 y
1 P, (s sU |74 e T
W, (s) = — 2mn( ) n _ mn n _ mn v 2
ph)s®+ My, s“+ My, Ss*+ My, A
. . N2 N1z <
Al aplicar la transformada inversa de Laplace se N3 T
encuentra W,,,,, (t): 5 0
(1 Pun(S) | SUmn Voo v T
Wmn(t)=£, D ) 2 2 \Leeee/]\
ph)s*+ My, s*“+My,, s+ My,
4 .
Wiin () = Fpnp (t) 4 Uy c0s(y/ M) + \/I\Y/In_nsm(,/ant) b
mn
Donde:
1\ P,,,(s) .
Epnp(®) = L7 = | S22 En el caso de que existan cargas en plano
0= (1) ) WO

el funcional resultante es el siguiente:
7. Pandeo general (estabilidad) de placas.
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7. Pandeo general (estabilidad) de placas. Placa simplemente apoyada, donde P = N,,
D =0, vy Ny;,N,, son cargas uniformemente
2 2 - - - -7
F = 5{(Wxx +wy,)" —2(1-v) [(Wxx) (Wyy) = (Way) ]} + distribuidas en compresion.
1 b o*w g o*w N o*w
2
E{Nll(wx)z + 2Ny, (way) + Ny, (Wy) } — Pw ox* 0x20y? = 0y*
0w 0w
s . . = — + Nogr=0
Y la ecuacion diferencial resultante es la siguiente: Vr:NﬂL@gfa' 220y2 |y:0,b ’
0*w o*w  0*w
= M,=0 M,=0

02w 02w 02w |
Niq %2 + 2Ny, m + N, a—yz Sea:
; Ni; = —q4. Ny, = —
En vista de que: 11 = Tqx-N22 =~y

d (OF w(x,y) = Z z Wy SIN (mx) sin (Ey)
- =N N ’ mn

dx <6Wx> 11Wax + 12Way n=1m=1 ¢ b
d [ OF Lo que al ser remplazado en la ecuacion
ay\ow, ) Ni2Wxy + NaaWyy diferencial da:

Para mas detalles vea el final de la seccion 3 de la
presente presentacion.
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7. Pandeo general (estabilidad) de placas. MIN2 M\ 2
mm?2  nm2] mi 2 NI 2 0 :D[(T) +(T) ]

R R T R ) )+ 2(5)]

Caso#1:qx =gy, =q. Lo cual puede ser re escrito como:

2 2

|55+ ()] = am
mn = |(5) + (5|

)+ (5 o) e

Qmn = 2 T
b2 [(me) + An2

Si a > b, se alcanzara el valor de la carga

Por lo que la carga critica q.,+;-, €Stara dada por:
» . critica solo cuando n = 1 y cuando se tenga
mrm nrm .
G11 = Qeritica = D [(T) + (7) ] un valor de m dado por:
2
Caso#2:q, =q,q, = Aq. 2D [(m_b) + 1]
dqm1 a ~0
) b? [(’%b) +2

R R L0 YL
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8. Esfuerzos y deformaciones.

A partir de la deflexion de la placa y de las
propiedades del material se pueden determinar los
esfuerzos y las deformaciones. Para mas detalles
refiérase a un libro de elasticidad (ver capitulo 1y 3
del libro Theory and Analysis of Elastic Plates and
Shells de J.N. Reddy por ejemplo).



