111. Vibracion con excitacion
armonica

Objetivos: o o o La respuesta de un sistema a una
1. Definir que es vibracion con excitacion armonica. excitacion arménica se conoce como

2. Analizar la respuesta de un sistema no amortiguado con
excitacion armonica.

3. Analizar la respuesta de un sistema amortiguado con excitacion 2 Ecuaciéon de Movimiento
armonica.

4. Analizar la respuesta de un sistema amortiguado con
movimiento armaénico de la base.

5. Analizar la respuesta de un sistema amortiguado con
desbalance rotacional.

6. Mostrar brevemente el procedimiento a seguir para resolver la ’f’ ] l l
ecuacion diferencial de movimiento por medio del uso de la l
transformada de Laplace.

respuesta armonica.

Si una fuerza F(t) actua sobre un

1. Introduccion sistema masa-resorte-amortiguador
Un sistema mecénico o estructural se dice que esta sujeto a viscoso la ecuacion de movimiento
vibracion forzada cuando energia externa es suplida al sistema puede ser obtenida usando la segunda
durante la vibracion. Energia externa puede ser suplida ya sea ley de Newton

por medio de una fuerza aplicada o bien por medio de una m¥ + cx + kx = F(t)

excitacion de desplazamiento impuesta. La fuerza aplicada o la
excitacion de desplazamiento puede ser armonica, no arménica
pero periddica, no periddica, o aleatoria.

PPT elaborado por Arturo
Arosemena
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2. Ecuacion de Movimiento (1)

En vista de que esta ecuacion es no uniforme, su solucién ©

general x(t) esta dada por la suma de su solucion homogénea,
xp (t), y de la solucion particular, x, (t). La solucion
homogénea, es la solucion de la ecuacién homogénea

mi+cx+kx=0

La cual representa la vibracién libre del sistema. Esta
vibracién libre se reduce con el tiempo bajo las tres posible
condiciones de amortiguamiento, por lo tanto la solucion ©
general de la ecuacidn que rige la vibracién forzada del

sistema en cuestion, eventualmente se reduciré a su solucion

particular, la cual representa la vibracion en estado estable. La

parte del movimiento que se reduce producto del

amortiguamiento (solucion homogénea) es llamada transitoria.

La tasa a la cual el movimiento transitorio decae depende de

los valores de los parametros del sistema (k, ¢, m).

M) = x (1) + x,(1)




111. Vibracion con excitacion
armonica

3. Respuesta de un sistema no amortiguado con excitacion

armonica

Consideraremos un sistema no amortiguado sujeto a una

fuerza armonica F (t) = F, cos wt. Aqui w es la frecuencia de

excitacion.
mx + kx = Fy cos wt
La solucién homogénea de esta ecuacion seria

xp(t) = C; cos w,t + C, sin w, t

1/2

k .

Donde w,, = (E) representa la frecuencia natural del
sistema y C;, C, son constantes que dependen de las
condiciones iniciales.

Producto de que la fuerza de excitacion es armonica, la
solucion particular x,, (t) también sera armonica y tendra la

misma frecuencia natural. Suponiendo que x,, (t) tenga la
siguiente forma

xp(t) = X cos wt

X[-mw? + k] cos wt = F, cos wt

2
1-(3)
Wy
Donde &, es el desplazamiento estatico
producto de la fuerza estéatica F.

Entonces

x(t) = xp(6) + 2 (8)
x(t) = C; cos w,t + C, sin w,t + ——— cos wt

Imponiendo las condiciones iniciales
x(0) = x0,%(0) = %o

Fo
X(O) =Cl +m=x0
F
Cl=x0— 0

k — mw?
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3. Respuesta de un sistema no amortiguado con excitacion
armonica

(t)-( Fo ) t+ %o t+< Fo ) (
x(6) = \Xo = 17— =) cos wn o sin w,, T maz) COS @

Factor amplificador o razon de amplitud
X 1 1

St 1_<ﬂ)2_1—r2
Wn

3

Aqui: X es la amplitud maxima; la cantidad X /&, es el factor

L b \ ) En la figura anterior se pueden apreciar tres
amplificador o razon de amplitud, y representa la razon entre

casos:
la amplitud dinamica y la amplitud estatica del movimiento; y Cas0l:0<r<1,X/8; >0
r es la razon de la frecuencia. Cas02:r > 1,X/8., <0

-Caso 3: r =1, X/, — oo, hay resonancia.
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3. Respuesta de un sistema no amortiguado con excitacion
armonica

-Caso 3: r =1, X/, — oo, hay resonancia.

Fo Xo\ . Fo
X(t) = <x0 — m) Ccos wyt + w— sin w,t + <m) cos wt
n

) x )
x(t) = [ xo — L\ cos wut + (—0> sin wpt + [ ———— \ cos wt
w Wy, w
(&) - (2)
Wn wWn
X0\ . cos wt — cos wyt
x(t) = xg cos wpt + | — | sinwy,t + 8¢ >
" (@)
1- (&
Wn

Cuando se analiza la tendencia de x(t) cuando w = w,, se
observa que el altimo término da una forma indeterminada
del tipo 0/0, por lo tanto se aplica la regla de L’Hospital

d
" cos wt — cos wyt . qo (cos wt — cos wyt)
im =

W->Wn 1 o \? _wll)rgn d w \?
‘(w—n) dw 1‘(@)

wtsinwt  w,t sin wt

wW-o Wy Zﬂ B 2
Wy
Por lo tanto
X w,tsin wt
x(t) = xo cos w,t + (—0> sin w,t + SStnT
n

En la siguiente imagen se observa como el
ultimo término crece y tiende a infinito a
medida que t — oo.

.\'p(i) -7

///
-
-
0=
\\3x~// I
~
2o S~
fe— 7 = LI ~
w, ~
S~
~~o
~
-
~
e
~—

—

-
7
n
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4. Respuesta de un sistema amortiguado con excitacion
armonica

Consideraremos un sistema amortiguado sujeto a una fuerza
arménica F(t) = F, cos wt

mX + cx + kx = Fy cos wt
Suponiendo una forma para x, (t) del tipo
xp(t) = X cos(wt — ¢)

Donde X es la amplitud maxima de la parte no homogeénea de
la respuesta y ¢ el &ngulo de desfase entre la parte no

homogénea de la respuesta y la fuerza arménica de excitacion.

xp(t) = X cos(wt — p), %, (t) = —Xw sin(wt — ¢), X, (t)
= —Xw? cos(wt — ¢)

X[(k — mw?) cos(wt — @) — cw sin(wt — ¢p)] = F, cos wt

Representando vectorialmente estas cantidades se tiene que

Reference

X2[(k — mw?)? + (—cw)?] = Fy*

Fo
X = I
[(k —mw?)? + c?w?] /2
(k — mw?)

¢ =tan! ((k—C#Z)
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4. Respuesta de un sistema amortiguado con excitacion

armonica
Recordando que ¥ = Ost
- 1
c (c Cc\ w \? 2 w \? /2
7= (o) (Gm) = Con 1-(a) ) + (3
Se tendra X 1
X = Fo/k B St Bse  [(1-72)2+ (20r)2] /2
- 1/~ 1
(k — me)Z CZ(UZ /2 m 2 CZwZ /2 , i .-
mo) el ] [(1 _ sz) + 7] Aqui recuerde que 5 & el factor amplificador o
5 5 razon de amplitud, en este caso del movimiento
X = st _ st

amortiguado, y r la razén de frecuencias.

~N /2 N /2
[(1 _ (wﬂ) > N cicgz] [(1 _ (wﬂ) > 4 %‘ El angulo de desfase también puede ser expresado
" " " en funciéonde ¢y r

Ost cw cw
X = 1/ T w Zm
2\ 2 2172 ¢ =tan™? > | =tan™! T
1_<ﬂ> +4{2w_ 1_mw 1_mw
W Wn 2 k k
W
L Hw,
¢ = tan w2
1-—
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4. Respuesta de un sistema amortiguado con excitacion 5. Respuesta de un sistema amortiguado con
armonica excitacion armoénica en forma compleja
X _ 1 6 = tan! < 2(r ) Sea F(t) = Fye'®t, la ecuacion de movimiento
1 - ,
Bse  [(1—-12)2+ (20r)2] /2 1—-r2 estaria dada por

mx + cx + kx = Fye'®t

T, Donde i = v—1
_ 24 = . . e .
ol » ! En vista de que fisicamente la excitacion esta

| 2 t -

: y / /\:\(ngf 03 p Qada solo por la parte,real de F(t), la respuesta

: - L.i 04 : igualmente solo estara dada por la parte rfeal de
ERRY] ey f=05 1] : x(t), donde x(t) es una cantidad compleja que
E 08 — B ; Pz ; ; ;

£ NS satisface la ecuacion diferencial descrita.

< g4 \;&:&:

= Asumiendo que la solucion particular x,, (t)
0 0.4 08 0 05710 15 20 25 30 . .
=00 tenga la siguiente forma
Frequency ratio: r = % Frequency ratio: r = % ot
— lw
(@) (b) xp(t) = Xe
En su texto se hacen varias observaciones importantes con Xe'' (—mw? + icw + k) = Fye'®*
X .,
respecto a los valores que toma oY ¢ enfunciondedyr. X F,
st

) ) ) ., =~ — 2 :
Favor revisar dichas observaciones en la seccion 3.4. (k = mw?) + icw
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5. Respuesta de un sistema amortiguado con excitacion S "
L. . —kx +ky —cx + cy = mx
armonica en forma compleja

B Fo (k — mw?) —icw
(k= mw?) +icw |(k — mw?) —icw

K k — mw? > . cw l X[(k — mw?) sin(wt — ¢) + cw cos(wt — p)] =
X=F -1 ( )

mX + cx + kx =cy + ky
Sea y(t) = Ysinwt, Yy x,(t) = X sin(wt — ¢)

X

(k — mw?)? + (cw)? (k — mw?)? + (cw)? (cw coswt + k sinwt)Y

6. Respuesta de un sistema amortiguado con movimiento Empleando las identidades trigonométricas

armonico de la base

Ocasionalmente la base o soporte de un sistema masa-resorte-
amortiguador es sometida a un movimiento armonico. Sea
y(t) el desplazamiento de la base y x(t) el desplazamiento de
la masa desde su posicion de equilibrio estatico a algun X[(k = mw?)(—sin ¢) + (cw)(cos ¢p)] = Y(cw)
tiempo arbitrario t. X[(k — mw?)(cos ¢) + (cw)(sin )] = Y (k)

cos(wt — ¢) = cos wt cos ¢ + sin wt sin ¢
sin(wt — ¢) = sin wt cos ¢ — cos wt sin ¢

Tras remplazar e igualar los coeficientes para
cos wt Yy sin wt

-y [ b Una vez se resuelven este conjunto de ecuaciones

—l ' J Se encuentra que

m

Y [k —mw?)? + c2w?]Y2 [(1-r2)? + (2¢r)2] Y2

L}

I l X k2 + 20?2 1+ )2

W) =Y sin el k(x—v) ofx— V)
\/ : 9

(a) (b)
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6. Respuesta de un sistema amortiguado con movimiento
armonico de la base

7
Y

$ = tan-1 mecw3 . -
= tan I L e
k(k — mw?) + c2w? > . ﬁ}n £=00s
E ’ 4‘*[7 0.10
3 /1,2 3 4.2 E 4 ‘
& = tan"1 mcw>/k I (mcw?) /(w,*m*) ; | g%n.zn
k(k — mw?) + c2w? (1 _ mw? ) c2w? g’ — (=025
k2 k2 wp?m) - wp*m? 2 : [=10
3] |
3 E l 14
w = . R
2{—= 3 2 fe=050 ¢=10
- w - 20T Z 0 1 V2 2 3\ 4
=t 1 n =t 1 -7 T e
¢ an (1.)2 2 (1.)2 an (1 + 7"2(4(2 — 1)) = Frequency ratio: r = % {=005
T———=)+{4{*—=
wn wn (a)
p ;X e g ey- y—
Aqui la razon ~ se conoce como la transmisibilidad de 150° Ty
] , 7= 0100w
desplazamiento y ¢ es el angulo de desfase entre el - I ——
mi F < f = 0.25
movimiento de la base y el movimiento de la masa m. g /
2 9 7= 0501~
En su texto se hacen varias observaciones importantes con z / s
X ., s —
respecto a los valores que toma >y ¢ enfuncionde  y r. L
. . . ., = 0.05
Favor revisar dichas observaciones en la seccion 3.6. 0 2207 > 3
Frequency ratio: r = [(7"’”

(b)

10
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6. Respuesta de un sistema amortiguado con movimiento
armonico de la base

Fuerza transmitida a la base producto de las reacciones en el
resorte y el amortiquador

Recordando la ecuacién de movimiento
—kx +ky —cx +cy = mx

Suponiendo una fuerza F = —(—kx + ky — cx + cy) que es
transmitida a la base, si x, (t) = X sin(wt — ¢)

—F =mx
—F = —Xmw? sin(wt — ¢)
Suponiendo una forma para F(t) del tipo
F(t) = Frsin(wt — ¢)

Entonces
Fr _Xmw?®
Wsm(a)t —-¢) = 7 T sin(wt — ¢)
Fr X2 . [1+@n47

KT Yor? [ — 2y + (2gn) Ve

Aqui Fr es la amplitud o valor maximo de la fuerza
transmitida y % es la transmisibilidad de fuerza.

Movimiento relativo de la masa con respecto a la
base

Suponiendo z = x — y describa el movimiento
relativo de la masa con respecto a la base, la
ecuacion de movimiento podria re escribirse como

—kx+ky—cx+cy =mik+my —my
—my =mxX—y)+c(x—-y)+k(x—y)
Sea y(t) =Y sinwt,y z,(t) = Z sin(wt — ¢;)
mw?Y sinwt = Z[(k — mw?) sin(wt — ¢;) + cw cos(wt — ¢;)]

Empleando las identidades trigonometricas
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6. Respuesta de un sistema amortiguado con movimiento
armonico de la base

Movimiento relativo de la masa con respecto a la base

cos(wt — ¢p1) = cos wt cos ¢, + sin wt sin P, ¢, = tan™! (

sin(wt — ¢) = sin wt cos ¢, — cos wt sin ¢
Tras remplazar e igualar los coeficientes para cos wt
y sin wt

Z[(k — mw?)(=sin¢,) + (cw)(cos ;)] = 0
Z[(k — mw?)(cos ¢;) + (cw)(sin p;)] = mw?Y

Una vez se resuelven este conjunto de ecuaciones se E
encuentra que 2
)
2 2 —
Z_ mo? ____ mei/k N
Y [k = mw?)? + c2w?] /2 (k — mw?)?  c2w? /2
B+ ]
zZ r?
Y-+ 2n4

0

cCw
cCw I
—2) = tan™! s
(k —mw?) mw
1 —
k
2{r
= tan~!
¢1 (1 . T'2>
T |
—~ (= 0.00
B
== 0.10 E
— 5
,\\k,gz 0.15 El
| =
! =
=025 2
£=0.50 |
==
| ™ £=1.00
05 1.0 1.5 20 25 3.0 35 40
_—

12
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7. Respuesta de un sistema amortiguado con desbalance
rotacional

El desbalance en maquinas rotatorias constituye una de las
principales causas de vibracion. Suponga que la siguiente
figura, la masa total de la maquina es M, y que hay dos
masas excéntricas m/2 rotando en direcciones opuestas con
una velocidad angular constante w. La fuerza centripeta
(mew?)/2 producto de cada masa provocara una excitacion
sobre el sistema de masa M. Si adicionalmente consideramos
que las dos masas provocando el desbalance rotan en
direcciones opuestas, las componentes horizontales de las
fuerzas centripetas de dichas masas se cancelarany la
ecuacion de movimiento quedaria dada por

M + cx + kx = mew? sin wt

Esta ecuacion diferencial es analoga a la obtenida para un
sistema con amortiguamiento viscoso, de un grado de
libertad, sujeto a una fuerza de excitacion armonica. Tambien
es analoga a la ecuacion diferencial que describe el
movimiento relativo de una masa con respecto a su base,
cuando esta Gltima esta sujeta a un movimiento armonico.

N N \1 NN

T

t Q/J T U\o
—’u) CoS wt 5 % T ‘ T |—7->—1u COoSs wt
/,, | AN 0
\J Y

ﬂ(l)

m
,luslnul Z

(a)

M3

%(m Cos wl 4_\@_@‘_» L

n o2 .
= ew" sin wf

2
(b)

1m0
= ew” Ccos wl

2
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7. Respuesta de un sistema amortiguado con desbalance

rotacional
— - _ 7 ‘ ‘
Sea x,(t) = X sin(wt — ¢) /= 000
2 = 6 o
) mew-M £ 3
X = — = — 1 g° (= 0.10 :
[(k = Mw?2)? + c2w?] /2 [(k — Mw?)? L w? /2 % \ ér | £
k2 k2 a £=015 o
N[>~ 3 | =
MX r? | ;=025 z
= - , | u
me [(1 - TZ)Z + (2{7")2] /2 [ = 0.50 ; é
cw —| ™ = 1.00
¢ =tan? (L) — tan—1| —K 0 05 10 15 20 25 30 35 40
(k — Mw?) Mw? w
1-— — =
b = tan-1 ( 2¢r ) En su texto se hacen varias observaciones
1—r? Importantes con respecto a los valores que
MX -/
1/2 toma—1y ¢ en funcion de  y r. Favor
. w k me
Aquir =—, w, = (—)
n M

revisar dichas observaciones en la secciéon 3.7.
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7. Respuesta de un sistema amortiguado con desbalance 8. Enfoque de funciones de transferenciay
rotacional soluciones utilizando la transformada de Laplace

Fuerza transmitida a la base producto del desbalance Soluciones utilizando la transformada de Laplace
rotacional de un sistema masa-resorte-amortiguador

A continuacion se presenta el procedimiento general

Suponiendo una fuerza F = cx + kx que es transmitidaala  para resolver la ecuacion diferencial de un sistema de

base, si F(t) = Frsin(wt — ¢), Yy x,(t) = X sin(wt — ¢) un grado de libertad con amortiguamiento viscoso

. : sujeto a una excitacion arbitraria F(t) por medio de la

F t—¢) = cwX t— @) + kX t— :
rsin(wt = ¢) = coX cos(wt = ¢) sin(wt = ) transformada y la transformada inversa de Laplace

Por lo tanto
mX + cx + kx = F(t)

L{m¥X + cx + kx} = L{F(t)}
Fr = X[(ca)? + (k)?]/2 m[s2X(s) — sx(0) — x(0)] + c[sX(s) —x(0)] + kX(s) = F(s)

Fr? = (cwX)? + (kX)?

X(s)[ms? + cs + k] = F(s) + x(0)[ms + c] + mx(0)

cw)? /2
mew?[(cw)? + (k)z]ll/z _ mew” [(?) N 1] . _ F(s) + x(0)[ms + c] + mx(0)
[(k — Mw?)2 + c2w2] /2 (k — Mw?)? czwz] /2 X(s) = [ms? + cs + k]
2 2
k k F(s) + x(0)[ms + c] + mx(0)
[ms? + cs + k] }

mew?[(20r)? + 1]'/2 x(6) = L7 x(s)} = L—l{
F —

"I -2 + (200212

Aqui F(s) = L{F(t)}, X(s) = L{x(t)}.
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8. Enfoque de funciones de transferencia y soluciones
utilizando la transformada de Laplace

Soluciones utilizando la transformada de Laplace La funcion de transferencia de una ecuacion
diferencial lineal, e invariante con el tiempo esta
definida como la razon entre la transformada de
Laplace de la funcion de salida o respuesta del
sistema a la transformada de Laplace de la entrada o
funcion de excitacion del sistema, asumiendo
condiciones iniciales iguales a cero.

Evidente para poder emplear este método se requiere del
conocimiento de las transformadas y de las transformadas
inversas de Laplace de las diferentes funciones involucradas,
del desarrollo de fracciones parciales, y del uso de las
condiciones iniciales x(0) = x,, x(0) = X,.

En el apéndice D de su libro de texto puede encontrar una

tabla con algunas de las transformadas de Laplace mas utiles. T(s) = );8 =— +1CS —

Enfoque de funciones de transferencia La funcién de transferencia puede ser representada

El enfoque de funciones de transferencia, basadas en como un diagrama de bloque.

transformadas de Laplace, es comUnmente utilizado para la

formulacién y solucién de problemas dinamicos en teoria de Input, () Output, X(s)

control. La funcidn de transferencia relacion la salida de un
sistema con su entrada.

\

System, T(s) p———>




