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Definicion

= Proporciona un procedimiento sistematico para determinar la combinacion 6ptima de
decisiones

= Técnica matematica util para la toma de decisiones secuenciales

= La idea principal de la programacion dinamica (PD) es descomponer el problema en
subproblemas (mas manejables).

Divide problemas dificiles en una
secuencia de subproblemas mas
faciles

No existe algoritmo que pueda
programarse para resolver todos los
problemas

Usa algoritmos que pueden
programarse para resolver todos los
problemas (como método simplex)

Método que ofrece soluciones de una
sola etapa (un periodo de tiempo)
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Resolver problemas con la programacion dinamica implica cuatro
pasos:

Dividir el problema en subproblemas

Resolver la ultima etapa del problema para todas las condiciones o
estados posibles

Resolver cada etapa de atras hacia adelanta. Esto se hace por
determinar politicas 6ptimas desde esa etapa hasta el final del problema
(ultima etapa)

Obtener la solucién 6ptima para el problema original resolviendo
todas las etapas secuencialmente
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Problema de ruta mas corta resuelto mediante programacion
dinamica

Suponga que se desea seleccionar la ruta por carretera mas corta entre dos ciudades. La
red que se muestra en la figura proporciona las posibles rutas entre la ciudad de inicio en
el nodo 1y la ciudad de destino en el nodo 7.

7 Final

Inicio 1 >» 3

Distancia en km
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Problema de ruta mas corta resuelto mediante programacion
dinamica: Solucion

Descomponer el problema en etapas

| |
| |
| |
| |
15 )
2
: 12 :
| |
| |
| A :
' :
Inicio 8 > ! 3 ' i
1 > 3 1 1 7 Final
: 2 :
| |
) )
: i :
l 7 6 | 6 6
| |
| |
| |
| |
! / :
4 | 4 13 )
| |
| |
| |
| |

Primera etapa Segunda etapa Tercera etapa

Ricardo Caballero, M.Sc.




Problema de ruta mas corta resuelto mediante programacion
dinamica: Solucion

= La idea general para calcular la ruta mas corta es
calcular las distancias acumulativas mas cortas a
todos los nodos terminales de una etapa, y luego
utilizarlas como dato de entrada a la etapa

ETAPA 1 subsiguiente.

= Partiendo del nodo 1, la etapa 1 llega a tres nodos
terminales (2, 3y 4)

ETAPA 1
— Del nodo 1 al nodo 2 hay 7 km
— Del nodo 1 al nodo 3 hay 8km
— Del nodo 1 al nodo 4 hay 5 km

Inicio 1 > 3

G La distancia mas cortaes de 1 2 4 con 5 km

Ricardo Caballero, M.Sc.




Problema de ruta mas corta resuelto mediante programacion
dinamica: Solucion

La Etapa 2 tiene dos nodos terminales (5 y 6).

=miny5+13 =18/- 17 km (desde el nodo 3)
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i ! Se puede llegar al nodo 6 desde los nodos 2, 3
12 12 i
I
: i Nodo terminal 5
| i
: i (Distancia mas corta al nodo 5)
: 8 8 ] = Min;_, 3 4{(Distancia mas corta al nodo i) + (Distancia del nodo i al nodo 5)}
' I
i
I % 7412 =19
: 3 9 i =mins 84+ 8 =16 ; = 12 km (desde el nodo 4)
) | 5+7 =12
' I
i i Nodo terminal 6
I
: 7 6 : (Distancia mas corta al nodo 6)
: 5 ! = Min;_3 1{(Distancia mas corta al nodo i) + (Distancia del nodo i al nodo 6)}
' I
i
j 4 13 :
! ]
| I

Ricardo Caballero, M.Sc.




Problema de ruta mas corta resuelto mediante programacion
dinamica: Solucion

La Etapa 3 tiene un nodo terminal (7).
ETAPA 3 Se puede llegar al nodo 7 desde los nodos 5y 6

12
Nodo terminal 7

5 (Distancia mas corta al nodo 7)
= Min;_ 5 ¢{(Distancia mas corta al nodo i) + (Distancia del nodo i al nodo 7)}

12+9 =21
=min{17 + 6 =23; =21km (desde el nodo 5)
7 Final

\

17 /
6 6

Ruta mas corta

1 > 4 > 5 > 7

Con un total de 21 km recorridos.
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Problema de ruta mas corta: resolucién por recursividad hacia atras
(retroceso)

= En el ejemplo anterior se utiliza la recursividad hacia adelante en la cual los calculos
proceden de la etapa 1 a la etapa 3

= El mismo ejemplo puede resolverse por medio de recursividad hacia atras, comenzando
en la etapa 3 y terminando en la etapa 1

= La recursividad hacia adelante y hacia atras da la misma solucion optima.

= Aun cuando el procedimiento hacia adelante parece mas logico, la mayor parte de la
literatura de programacion dinamica utiliza la recursividad hacia atras. La razon de esta
preferencia es que, por lo general, la recursividad hacia atras puede ser mas eficiente
desde el punto de vista computacional.
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Problema de ruta mas corta: resolucién por recursividad hacia atras
(retroceso)

= Definicion de la ecuacion recursiva

fi(x;) = Min {d(x;, x;41) + fis1(Xi41)}

Sea

[ = etapas

x; = estados de la etapai (nodos)

d(x;,x;4+1) = distancia de del nodo x; al nodo x;,4

fi(x;) = distancia mas corta en la etapa i
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Problema de ruta mas corta: resolucién por recursividad hacia atras
(retroceso)

i ETAPA3 Xq =7

E esta conectado a 5y 6 (x3 =5y 6) exactamente con una ruta
: cada uno.

i 9

i 5
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] \
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Problema de ruta mas corta: resolucién por recursividad hacia atras

(retroceso)
. ETAPA 2 | x; = 5 esta conectadoa 2,3y 4 (x, = 2,3y 4)
1
! E x; = 6 esta conectadoa 3y 4 (x, = 3y4)
|2 12 I
: l
I 1
I |
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1
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Problema de ruta mas corta: resolucién por recursividad hacia atras

1 > 4 > 5 > 7

(retroceso)
21 = : _
ETAPA 1 E x, = 2,3,6 esta conectadoa 1 (x; =1)
2D :
! d(xqy, %) + fo(x3) Solucién Optima
|
7 WS Xy = 2 Xy =3 X, =4 f1(x1) Xp *
1
15 E 1 (7+21=28|8+15=23| 5+16 =21 21 4
)
. 8 !
Inicio 1 > 3 :
i
i SOLUCION
5 |
i Para recorrer una distancia de 21 km se debe tomar el
16 ! camino por el nodo 4, luego por el nodo 5 y finalmente por el
: nodo 7
4 |
|
1
|
|
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Caracteristicas de los problemas de programacidén dinamica

Independientemente del tipo o tamano de un problema de programacion dinamica, existen
algunos términos y conceptos importantes que son inherentes a cada problema. Algunos
de los mas importantes son los siguientes:

1.

El problema se puede dividir en etapas, cada una de las cuales requiere una politica
de decision

Cada etapa tiene cierto numero de estados asociados con su inicio

El efecto de la politica de decisién en cada etapa es transformar el estado actual en un
estado asociado con el inicio de la siguiente etapa

El procedimiento de solucion esta diseffiado para encontrar una politica éptima para
manejar el problema completo, es decir, una receta para elaborar la politica de decision
Optima para cada etapa en cada uno de los estados posibles

Principio de optimalidad: las decisiones futuras para todas las etapas futuras
constituyen una politica optima independientemente de la politica adoptada en todas las
etapas precedentes.

El procedimiento de solucion comienza cuando se determina la politica 6ptima para la
ultima etapa
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Caracteristicas de los problemas de programacidén dinamica

7. Se dispone de una ecuacion recursiva que identifica la politica 6ptima para la etapa |
dada la politica 6ptima para la etapa i+1

8. Cuando se usa esta relacion recursiva, el procedimiento de solucion comienza al final y
se mueve hacia atras etapa por etapa para encontrar cada vez la politica optima para
esa etapa hasta que encuentra la politica optima de la etapa inicial.
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Modelo de la mochila (Knapsack problem)

El problema representa un problema de asignacion de recursos general

El objetivo es determinar los articulos mas valiosos que se pueden cargar en una
mochila.

Se busca maximizar el rendimiento total

El problema general se representa como:

Maximizar Z = rymqy + ro,my + -+ 1,,m,
sujeto a
wimy +womy, + - +w,m, < W
mq, my, + -+, m, enteros no negativos

W = peso maximo que soporta la mochila
m; = cantidad de unidades del articulo i
1; = ingreso unitario del articulo i

w; = peso del articulo i

Ricardo Caballero, M.Sc.
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Modelo de la mochila: Ecuacion recursiva

= |La etapa i esta representada por el articuloi,i =1,2,...,n

= Las alternativas en la etapa i son la cantidad de unidades del articulo i, m; = 0,1, ..., [WK]

w . w . e ey .
donde [;] es el mayor entero que es menor o igual a —. Esta definicidn permite que la
l

Wi
solucion distribuya algunos, ninguno, o todos los recursos W a cualquier a de los m
articulos.

= El rendimiento para m; es r;m;

= El estado en la etapa i esta representado por x;, el peso total asignado a las etapas
(articulos) i,i + 1, ..., y n. Esta definicibn reconoce que el limite de peso es la unica
restriccion que liga a todas las n etapas

Defina

= fi(x;) = rendimiento maximo para las etapas i,i + 1,y n dado el estado x;

fi(xi) = max v {rim; + fiz1(x; —wim,)}, i=12,..,n

xi < W

Ricardo Caballero, M.Sc.

17



Ejemplo 2: Modelo de la mochila

= Un barco de 4 toneladas puede cargarse con uno o mas de tres articulos. La siguiente
tabla da el peso unitario en toneladas y el ingreso unitario en miles de dolares, para el
articulo i. El objetivo es determinar la cantidad de unidades de cada articulo que

maximizara el rendimiento total.

Articulo i Peso unitario w; Ingres_o unitario r;
(toneladas) (miles de $)
1 2 31
2 3 47
3 1 14
Ricardo Caballero, M.Sc. _ \




Ejemplo 2: Soluciéon

=l

= [2]- -+

f3(x3) = max
m; =0,1,..,4,

{14m3}

14m, Solucién Optima
X3 |mg=0 | mg=1 | mg= m;=3 | my3=4 fz(x3) ms
0 0 - - - - 0 0
1 0 14 - - - 14 1
2 0 14 28 - - 28 2
3 0 14 28 42 - 42 3
4 0 14 28 42 56 56 4
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Ejemplo 2: Soluciéon

=l

=[]

f2(x3) = max

m, =0,1

{47m; + f3(x; — 3m,)}

47m, + f3(x, — 3m,) Solucién Optima

X2 mp =0 mp =1 f2(x2) m;
0 0+0=0 - 0 0

1 | 0+14=14 i 14 0

2 0 +28=28 - 28 0

3 0+42=42 47 + 0 =47 47 1

4 0+56 =56 | 47 + 14 =61 61 1
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Ejemplo 2: Soluciéon

w
mi= ] folx) = max (31m, + £,y — 2m,))

m, = 0,12
=[] =[2]->
M= W1 B 2 -

31my + f,(x; — 2my) Solucién Optima

X1 my =0 my =1 my =2 f1(x1) my
0 0+0=0 - - 0 0

1 0+14=14 - - 14 0

2 |0 +28=28| 31+0=31 - 31 1

3 0+47=47 | 31+ 14 =45 - 47 0

4 |0+61=61|31+28=59| 62+0=62 62 2

1,

@)

Por lo tanto la solucion 6ptima es que el barco cargue dos unidades del articul
y cero unidades del articulo 2y 3
El rendimiento asociado es de $ 62,000
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Modelo de tamano de la fuerza de trabajo

= Aplicado para determinar la contratacion y despidos para un proyecto (e.g. de
construccion)

= El objetivo es minimizar el costo total de mano de obra requerida para un proyecto

= Se supone que la duracion del proyecto es de n semanas y que la fuerza de mano de
obra minima requerida en la semana i es de b; trabajadores.

= El modelo asume que se incurre en un costo adicional si la fuerza de trabajo de una

semana excede el requerimiento minimo o si en una semana se realiza una contratacion
adicional

= No se incurre en ningun costo cuando ocurre un despido (por sencillez)

= El costo de mantener una fuerza de trabajo x; mayor que la minima b; en la semana i
incurre en costo excedente C;(x; —b;). Si x; > x;_,, ocurre contrataciéon a un costo
adicional C,(x; — x;_1)
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Modelo de tamano de la fuerza de trabajo: Ecuacion recursiva

= |La etapa i esta representada porlasemana i,i=1,2,..,n
= Las alternativas en la etapa i, son x;, la cantidad de trabajadores en la semana i

= El estado de la etapa i es x;_;, la cantidad de trabajadores en la semanai — 1

La ecuacion recursiva se da como:

fi(xi—1) = min{Cy (x; — b;) + Co(x; — x;_1) + fi+1(x)}, i=12..,n

Xi = bi
Condiciones
fn+1(xn) =0
X; > b; se incurre en costo por excedente C;

X; > x;_1 Se incurre en costo por contratacion C,
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Ejemplo 3: Modelo de tamano de la fuerza de trabajo

= Un contratista estima que el tamano de la fuerza de trabajo necesaria durante las
siguientes 5 semanas es de 5, 7, 8, 4 y 6 trabajadores, respectivamente. La mano de
obra excedente conservada en la fuerza de trabajo costara $300 por trabajador por
semana, y una nueva contratacién en cualquier semana incurrira en un costo fijo de $400

mas $200 por trabajador por semana.

= |Los datos del problema son

b1:5, b2:7, b3:8 b4:4 b5
Cl(xl- — bl) = 3(Xl — bi)r X > bir [ = 1,2, “er ) 5
CZ (xi - xi—l) =4+ Z(xl - xi—l)» Xi > Xi—1 i=12,.., 5

Las funciones de costo C; y C, estan en cientos de dolares

Il
o)

Ricardo Caballero, M.Sc.
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Ejemplo 3: Solucién

Semana i 1 2 4
Cantidad minima de trabajadores
) . 5 7 4
requeridos en la semanai (b;)
Fuerza de trabajo en la semanai(x;) | 5,6,7,8 7,8 4,5,6

Ricardo Caballero, M.Sc.
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Ejemplo 3: Solucién

Semana 5
b5:6 x5:6 X4:4‘,5,6 f6(X5):O
fs(x4) = min{3(xs — 6) + [4 + 2(x5 — x4)]}
3(xs — 6) + [4 + 2(x5 — x4)] Solucién Optima
X4 X5 = 6 fs(x4) X5
4 3(0)+[4+2(6-4)]=8 8 6
5 3(0)+[4+2(6-5)] =6 6 6
6 3(0)+0=0 0 6
Ricardo Caballero, M.Sc. P 20




Ejemplo 3: Solucién

Semana 4
b4:4 X4=4,5,6 x3:8
fs(xy) = min{3(xy —4) + [4 + 2(x4 — x3)] + f5(x4) }
30ty — 4) + [4 + 20xq — x3)] + 2 (xa) Sl
< B S Optima
X3 X =4 X4 =5 X4 =6 fa(x3) X4
8 30)+0+8=8 3(1)+0+6=9 3(2)+0+0=6 6 6

Ricardo Caballero, M.Sc.
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Ejemplo 3: Solucién

Semana 3
b3:8 x3=8 x2:7,8
f3(x2) = min{3(x3 —8) + [4 + 2(x3 — x)] + fa(x3) }
3(x3 —8) + [4+ 2(x3 — x3)] + fa(x3) Solucién Optima
X2 X3 =8 f3(x3) X3
V4 30)+[4+2(1)]+6=12 12 8
30)+0+6=6 6 8

Ricardo Caballero, M.Sc.
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Ejemplo 3: Solucién

Semana 2
b2:7 x2:7,8 X1:5,6,7,8
f2(x1) = min{3(x; —7) + [4 + 2(x; — x1)] + f3(x3) }
3(x; —7) +[4+ 2(x; — x1)] + f3(x3) Solucion Optima

X1 Xo =7 X, =8 f2(x1) X2
5 0+[4+2(2)]+12=20 3(1)+[4+2(3)]+6=19 19 8
§) 0+[4+2(1)]+12=18 3+[4+2(2)]+6=17 17 8
V4 O+0+12=12 3+[4+2(1)]+6=15 12 7
8 0+0+12=12 3+0+6=9 9 8
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Ejemplo 3: Solucién

Semana 1
b1:5 x1:5,6,7,8 x():O

f1(x9) = min{3(x; — 5) + [4 + 2(x; — x0)] + f2(x1) }

30, — 5) + [4 + 20, — 20)] + f,(x1) Sellueiel

1 1 0 2(X1 Optima
xo x1 = 5 x1 = 6 x1 = 7 x1 = 8 fl(x()) x1
0 0+[4+25)]+19 | 3+[4+206)]+17 | 6 +[4+2(7)] +12 | 9+[4+2(8)] +9 33 5

=33 =36 =36 =38

Ricardo Caballero, M.Sc. 30




Ejemplo 3: Solucién

Semana | Fuerza de mano | Fuerza de mano .
. . Decision Costo ($)
| de obra minima de obra real
1 5 5 Contratar 5 trabajadores 1400
2 7 8 Contratar 3 trabajadores 1300
3 8 8 Ningun cambio 0
4 4 6 Despedir 2 trabajadores 600
) 6 6 Ningun cambio 0

El costo total de mano de obra para el proyecto es de $3300

Ricardo Caballero, M.Sc.
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Modelo de reemplazo de equipo

= Busca determinar la edad mas econdmica de una maquina

= Suponga que el problema de reemplazo de equipo de una maquina abarca n anos. Al
inicio de cada ano, una maquina o se mantiene en servicio un ano mas, o se reemplaza
por una nueva

= Sea r(t) el ingreso anual , c(t) el costo de operacion, y s(t) el valor de desecho de una
maquina de t anos.

= El costo de adquisicion de una nueva maquina en cualquier afio es de |

Ricardo Caballero, M.Sc. 32




Modelo de reemplazo de equipo: Ecuacion recursiva

= La etapa i esta representada porelano i,i=1,2,...,n
= Las alternativas en la etapa (afio) i, son conservar (K) o reemplazar (R) la maquina al
inicio del afo i

= El estado de la etapa i es la edad de la maquina al inicio del i

Dado que la maquina tiene t anos al inicio del afio i, defina
f(t) = ingreso neto maximoen los aiios i,i + 1, ...y n

La ecuacion recursive es:

o, r(t) —c(t) +s(t+1) , si se Conserva
fu(t) = max {T(O) +s(t) +s(1) — 1 —c(0), si se Reemplaza

o, r(t) —c(t) + fiy,(t + 1). si se Conserva
fi(t) = max {r(O) +s(t)—1— c(03 + fii1(t+ 1), si se Reemplaza
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Ejemplo 4: Modelo de reemplazo de equipo

Una compania necesita determinar la politica de reemplazo para una maquina que a la
fecha tiene tres afnos de edad, durante los siguientes 4 anos (n=4). Cuando una maquina
tiene 6 anos de edad debe ser reemplazada. El costo de una maquina nueva es de
$100,000. La siguiente tabla da los datos del problema

Edad (anos) Ingresos r(t) Costo de operacidon c(t) Valor de desecho s(t)

0 20,000 200 -

1 19,000 600 80,000
2 18,500 1,200 60,000
3 17,200 1,500 50,000
4 15,500 1,700 30,000
5 14,000 1,800 10,000
6 12,200 2,200 5,000
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Ejemplo 4: Solucién

Representacion grafica de la edad de una maquina como una funcion del ano de decision

6 6 K = Conservar
V. R R = Reemplazar
S = Desechar
S5 )
s X 8
g 41 4 4
o} S
g Inicio <3 3 3 Final
L B S
0 K ¢
2 2 R 2 R 2
S
& K K
1 J— (=~
| | | | -
1 2 3 4 5

Afio de decision
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Ejemplo 4: Solucién

Etapa 4
Edad Conservar (K) Reemplazar (R) Solucién Optima
(afhos) r(t) + s(t+1) - c(t) r(0) + s(t) + s(1) = c(0) - | f.(t)  Decisién
1 19+60-.6=784 20+80+80-.2-100=79.8 79.8 R
2 18,5+50-1.2=673 20+60+80-.2-100=59.8 67.3 K
3 172+30-15=457 20+50+80-.2-100=49.8 498 R
6 (debe reemplazarse) 20+5+80-.2-100=4.8 4.8 R
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Ejemplo 4: Solucién

Etapa 3
Edad Conservar (K) Reemplazar (R) Sgil;:icr:;n
anos
( ) r(t) - c(t) + f,(t + 1) r(0) + s(t)—c(0) -1+ f4(1) fz(t) Decision
1 19-.6 +67.3=85.7 20+80-.2-100+79.8=79.6 85.7 K
2 185 —-1.2+498=671 20+60 -.2-100+79.8=59.6 67.1 K
5 14+-18+4.8=17 20+10 -.2—-100 +79.8=9.6 17 K
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Ejemplo 4: Solucién

Etapa 2
Edad Conservar (K) Reemplazar (R) Sgil;:icr:;n
anos
( ) rit) - c(t) + f53(t + 1) r(0) + s(t) —c(0) -1 + f5(1) f>(t) Decision
1 19-.6+67.1=855 20+80-.2—-100 +85.7=855 85.5 KoR
4 155 -1.7+17=308 20+30 -.2—-100+85.7=355 35.5 K

Ricardo Caballero, M.Sc.
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Ejemplo 4: Solucién

Etapa 1
Edad Conservar (K) Reemplazar (R) Sgil;:icr:;n
anos
( ) rit)-c(t) + fL(t+ 1) r(0) +s(t) —c(0) -1+ £, (1) f1(t) Decision
3 172-15+355=512 20+50-.2—-100+85.5=55.3 553 R

Ricardo Caballero, M.Sc.
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Ejemplo 4: Solucién

Las politicas optimas alternativas al inicio del afio 1 son (R,K,K,R) y (R,R,K,K).

El costo total es de $55,300.

l«—Afio 1 —<«——Af0 2——>f<«——Afio 3——>|<«——Afi0 4 ——>]

(t=3)—> R

> (=1

K

—(t = 2)—>

K

—>(t = 3>

R

—(t = 1)—>

—>(t = 2)—>
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