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Conceptos basicos

La Programacion Lineal (PL) es una técnica matematica que ayuda a tomar decisiones de asignacion
de recursos. Involucra la planeacion de actividades para obtener un resultado 6ptimo.

Los modelos de Programacion Lineal estan compuestos por:

1. Variables de decision

2. Funcion objetivo: enunciado matematico que representa la meta que se necesita optimizar
(maximizar o minimizar).

3. Restricciones: limitaciones de recursos y capacidad que la solucion debe satisfacer (se
representan como desigualdades o ecuaciones)

Propiedades

= Deben haber alternativas disponibles
= Las relaciones matematicas son lineales

= Se supone existen condiciones de certeza, se conocen con certeza el numero en el objetivo y en
las restricciones y no varian durante el periodo de estudio (parametros dados)

= Se supone divisibilidad. Las soluciones no necesitan numeros enteros, pueden tomar cualquier
valor fraccionario

= No negatividad. Se supone que todas las respuestas o variables son no negativas. Los valores
negativos de cantidades fisicas son imposibles.
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Formulacién del problema

= Proceso de traducir una descripcion verbal de un problema en un enunciado
matematico.

= El enunciado matematico del problema se conoce como modelo matematico.

Pasos para formulacion son:

Entender el problema

Definir las variables de decision

Formular la funcion objetivo y restricciones

Resolver
Tomar decision
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Forma canodnica para un problema de Programacion Lineal

Lo primero sera identificar las variables de decisién x;, dondei=1, ..., n.
Entonces se establecera el criterio objetivo: maximizar o minimizar alguna funcién de la forma
n
Z =C1xX1 +Cxy + o Ccpxy = CiX;
i=0

donde c; representa constantes dependientes del problema.

Las limitaciones de recursos y los limites de las variables de decision se escribiran como ecuaciones o
desigualdades que relacionan una funcion lineal de las variables de decisién con los coeficientes
dependiente del problema siendo menor o mayor que otra constante b; (valor de restriccidn); por

ejemplo,
a11x1 + a12x2 + + alnxn S b1

a,1X1 + aAr2X~ + .- +a2n Xn = bz

Finalmente, se formula la restriccion de no negatividad para toda variable x; en el conjunto de los
numeros reales

x; =0 ,i=12,..n VXeR
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Forma canodnica para un problema de Programacion Lineal

Se obtiene una notacion aun mas compacta con la notacién de matriz vectorial del algebra lineal. Para ello, sea x el
vector columna de las variables de decision, ¢ el vector columna de los coeficientes de la funcion objetivo, b el vector
columna de los valores de restriccion y A la matriz de los coeficientes.

max clx
s.a. Ax < b
x>0
con
T _
c = (C1; !Cn)
xl bl
aq A1n
A= . X = b =
aml amn
xn

Métodos Cuantitativos de la Administraciéon
Ricardo Caballero, M.Sc.




Ejemplo 1: Formulacion de un problema de maximizacién

Furniture City fabrica mesas y sillas de bajo precio. El proceso de fabricaciéon de cada
producto se parece en que ambos requieren cierto numero de horas de trabajo de
carpinteria, asi como cierto numero de horas de trabajo en el departamento de pintura y
barnizado. Cada mesa requiere de 4 horas de carpinteria y 2 horas en el taller de pintura y
barnizado. Cada silla requiere de 3 horas de carpinteria, y 1 hora en la pintura y barnizado.
Durante el periodo de produccion actual, hay 240 horas de tiempo de -carpinteria
disponibles, asi como 100 horas de tiempo disponibles en pintura y barnizado. Cada mesa
vendida genera una utilidad de $70; cada silla fabricada se vende con una utilidad de $50.

El problema de Furniture City es determinar la mejor combinaciéon posible de mesas y sillas
a fabricar, con la finalidad de alcanzar la utilidad maxima. La empresa desea que esta
situacion de mezcla de produccion se formule como un problema de programacion lineal.
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Ejemplo 1: Formulacion de un problema de maximizacién

Horas necesarias para producir 1 unidad

Horas disponibles en la

= El problema nos solicita

= |Las restricciones son:

Maximizar la utilidad

Departamento :
Mesas Sillas semana
Carpinteria 4 3 240
Pintura y barnizado 2 1 100
Utilidad por unidad $70 $50

— Las horas de tiempo de carpinteria utilizadas no pueden exceder las 240 horas disponibles por semana.

— Las horas de tiempo de pintura y barnizado utilizadas no pueden exceder las 100 horas disponibles por

semand.

= Las variables de decision que representan las decisiones reales que tomaran se definen como:

X1 = numero de mesas producidas por semana

X, = numero de sillas producidas por semana
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Ejemplo 1: Formulacion de un problema de maximizacién

Funcion objetivo:

Maximizar Z = 70x1+ 50x,

S.a.:
4X1 + 3X2 < 240 | Restriccion de carpinteria
2x1 +x, <100 } Restriccion de pintura y barnizado
Xi 2 0 i=12 | Restriccion de no negatividad
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Ejemplo 2: Formulacion de un problema de minimizacion

Ganadera Esquivel esta considerando comprar dos marcas diferentes de alimento para gallina, y
mezclarlos para ofrecer una buena dieta de bajo costo para sus aves. Cada alimento contiene, en
proporciones variables, algunos o los tres ingredientes nutricionales esenciales para gallinas de
engorde. Por ejemplo, cada libra de la marca 1 contiene 5 onzas del ingrediente A, 4 onzas del
ingrediente B y 0.5 onzas del ingrediente C. Cada libra de la marca 2 contiene 10 onzas del
ingrediente A, 3 onzas del ingrediente B, pero nada del ingrediente C. La marca 1 de alimento cuesta
al rancho 2 centavos de dolar por libra; en tanto que la marca 2 de alimento le cuesta 3 centavos de
dolar por libra. La Ganadera desea utilizar programacién lineal para determinar la dieta con costo
minimo que cumpla con el requisito minimo de ingesta mensual de cada ingrediente nutricional.

_ Composicion de cada libra de alimento (0z.) Requerimiento mensual
Ingrediente : : minimo por gallina (0z.)
Alimento Marca 1 Alimento Marca 2
A 5 10 90
B 4 3 48
C 0.5 0 1.5
Costo por libra 0.02% 0.03%
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Ejemplo 2: Formulaciéon de un problema de minimizacion

Variables de decision

X, = numero de libras de la marca 1 de alimento comprada

X2

La funcion objetivo del problema seria

numero de libras de la marca 2 de alimento comprada

Minimizar Z = 0.02x4 + 0.03x,

Las restricciones del problema serian las siguientes:

S.da..

S5x; + 10x, =90 |

4X1 + ?)xz > 48

xX1,Xy =0

Restriccion del ingrediente A

| Restriccion del ingrediente B

0.5x, >15 ]

Restriccion del ingrediente C

Restriccion de no negatividad
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Ejemplo 3: Modelo de produccién en inventario durante periodos

multiples

Hopsa firmd un contrato para entregar 100, 250, 190, 140, 220 y 110 ventanas para casa
durante los siguientes seis meses. El costo de produccion (mano de obra, material y

servicios) por ventana varia por periodo y se estima que sera de $50, $45, $55, $48, $52 y
$50 durante los proximos seis meses. Para aprovechar las fluctuaciones del costo de
fabricacién, Hopsa puede producir mas ventanas de las necesarias en un mes dado y
conservar las unidades adicionales para entregarles en meses posteriores. Esto supondra
un costo de almacenamiento a razén de $8 por ventana por mes, estimado en el inventario
de fin de mes. Desarrollo un programa lineal para determinar el programa de produccion

optimo
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Ejemplo 3: Modelo de produccién en inventario durante periodos
multiples

El problema desea determinar las relaciones entre cantidades producidas, demanda mensual y el
inventario 6ptimo para los 6 meses de manera que los costos sean minimos

X1 X2
IO 11 12
1
v
100 250 190 140 220 110
O = mes _ Inventario final
x = cantidades producidas de producto = cantidad producida + inventario inicial — demanda
I, = inventario inicial
I = inventario de fin de mes
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Ejemplo 3: Modelo de produccién en inventario durante periodos
multiples

= Las variables de decisidon son:

x; = cantidad de unidades producidas en el mes i
I; = unidades que quedan en el inentario de fin de mes i

Seai=1,2,3,475,6

= Se busca en el problema minimizar los costos totales de produccidon e inventario, por ende la
funcion objetivo seria:

F.O.: MinZ = 50x1 + 45X2 + SSX3 + 48X4, + 52X5 + 50x6 + 8(11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16)

\ ) | J
| |

Costos totales de produccién Costos de inventario
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Ejemplo 3: Modelo de produccién en inventario durante periodos
multiples

Demanda = cantidad producida + inventario inicial — inventario final Iy I

\4

. , 100
= La formulacion del problema seria:

F.O.: MinZ = 50x; + 45x, + 55x3 +48x, +52xc +50x;, +8([; +1, + 15 +1, +1Is + 1)
s.a.:
x1 _11 = 100

I +x, —I, = 250
I, +x3 —I; =190
I3 +x, —1, =140
I, +x5 —Is = 220
Is +x, = 110

x; >0 i=123456 ; I,>0 i=12345
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Ejemplo 4: Seleccion de medios de comunicacién

Una empresa desea promocionar su producto estrella y tiene un presupuesto de hasta
$8,000 semanales para anuncios locales. El dinero se asignara entre cuatro medios de
comunicacion: spots en television, anuncios en periddicos y dos tipos de comerciales en
radio. El objetivo de la empresa es llegar a la audiencia de mayor potencial mas grande
posible, usando los diferentes medios de comunicacién. La siguiente tabla presenta el
numero de clientes potenciales expuestos mediante un anuncio en cada uno de los cuatro
medios. También proporciona el costo por anuncio colocado y el maximo numero de ellos
que se puede comprar por semana.

Medio

Audiencia alcanzada

Costo por anuncio ($)

Maximo de anuncio por
semana

Spot en TV (1 minuto)

5000

800

12

Periodico (una plana)

8500

925

5

Spot en radio (30 segundos, horario estelar)

2400

290

25

Spot de radio (1 minuto, en la tarde)

2800

380

20

El contrato requiere que se coloquen al menos cinco spots de radio cada semana. Para
asegurar una campana promocional de amplio espectro, la gerencia también insiste en que

no se gasten mas de $1,800 por semana en los comerciales de radio.
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Ejemplo 4: Seleccion de medios de comunicacion

La formulacion del problema es

X1 = numero de spots de TV de 1 minuto en cada semana

X, = numero de anuncios de 1 plana en el peridédico en cada semana
X3 = numero de spots de radio de 30 segundos en cada semana

X4 = numero de spots de radio de 1 minuto por la tarde en cada semana

Funcion objetivo :

Max. Z = 5,000, + 8,500X, + 2,400X; + 2,800,

Sujeta a

800.X; + 925X, + 290.X; + 380X,
X3+ Xy

200X, + 380,

X1, Xo, X3, Xy

<12 (max. de spots en TV/semana)

<5 (max. de anuncios en periddico/sem)
<25 (max. de spots de 30 s en radio/sem)
<20 (max. de spots de 1 min en radio/sem)
< $8,000 (presupuesto semanal de publicidad)
> 5 (min. de spots en radio contratados)

< $1,800 (max. de ddlares gastados en radio)
20

Métodos Cuantitativos de la Administracion
Ricardo Caballero, M.Sc.

16



Ejemplo 5: Modelo de produccion de un periodo unico

= En preparacion para la temporada invernal, una compafia fabricante de ropa esta manufacturando
abrigos de piel con capucha y chamarras con relleno de plumas de ganso, pantalones con
aislamiento y guantes. Todos los productos se elaboran en cuatro departamentos diferentes: corte
aislamiento, costura y empaque. La compania recibio pedidos de sus productos. El contrato estipula
una penalizacion por los articulos no surtidos. Elabore un plan de produccion 6ptimo para la
compafia, con base en los siguientes datos:

Tiempo por unidades (h)

Departamento Chamarras Relleno Pantalones Guantes Capacidad (h)
Corte .30 .30 25 15 1000
Aislamiento 25 .35 .30 10 1000
Costura 45 .50 40 22 1000
Empaque 15 15 N .05 1000
Demanda 800 750 600 500
Utilidad unitaria $30 $40 $20 $10
Penalizacion por $15 $20 $10 $8
unidad
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Ejemplo 5: Modelo de produccion de un periodo unico

= Las variables de decisidon son:

x, = cantidad de chamarras con capucha

X, = cantidad de chamarras con relleno de plumas
X3 = cantidad de pantalones

x, = cantidad de pares de guantes

= Ademas, se debe tomar en cuenta la escasez de la demanda de cada producto por la
cual se penalizara. Esto genera una nueva variable s

s, = escasez de chamarras con capucha
s, = escasez de chamarras con relleno de plumas

s3 = escasez de pantalones
s, = escasez de pares de guantes

Métodos Cuantitativos de la Administracion

18
Ricardo Caballero, M.Sc.




Ejemplo 5: Modelo de produccion de un periodo unico

= El objetivo es maximizar la utilidad neta, se define como:
Utilidad = Utilidad total — Penalizacion total

= Por ende, la funcién objetivo sera:

F.O.: MaxZ =\30x1 + 40x, + 20x; + 1Ox4} —\(1551 + 20s, + 10s3 + 854)}
Y Y

utilidad por producto producido Penalizacion por falta de producto
B 30x; +.30x, +.25x5 +.15x, < 1000
estricciones con respecto a la ]
capacidad de produccion .45x; + .50x, + .40x3 + .22x, <1000
u . 15X1 + 15x2 + 1OX3 + .OSX4 <1000
B X1 + S1 = 800
. X, + Sy = 750
Restricciones con respecto a la _
demanda tomando en cuenta la X3 + S3 = 600
escasez del producto X4 + Sy = 500
Xj >0
Sj >0
j=1234
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Ejemplo 6: Modelo de programacion de personal

Copa Airlines va a agregar vuelos desde y hacia su aeropuerto base, por lo cual necesita
contratar mas agentes de servicio a clientes. Sin embargo, no esta claro cuantos mas debe
contratar. La administracion reconoce la necesidad de controlar el costo y al mismo tiempo
proporcionar de manera permanente un nivel satisfactorio de servicio. Por todo esto, un
equipo estudia la forma de programar a los agentes para proporcionar un servicio
satisfactorio con el menor costo en personal. Con base en la nueva programacion de
vuelos, se ha realizado un analisis del numero minimo de agentes de servicio a clientes
que deben encontrarse de guardia en diferentes momentos del dia para proporcionar un
nivel satisfactorio de servicio. La columna de |la derecha de la tabla muestra el numero de
agentes necesario para los periodos dados en la primera columna. Los otros datos de la
tabla reflejan uno de los acuerdos del contrato colectivo vigente entre la compafnia y el
sindicato que representa a los agentes de servicio a clientes. El acuerdo es que cada
agente trabaje un turno de 8 horas 5 dias a la semana, y los turnos autorizados son:

Turno 1: 6:00 a.m. a 2:00 p.m.

Turno 2: 8:00 a.m. a 4:00 p.m.

Turno 3: 12:00 a.m. (mediodia) a 8:00 p.m.
Turno 4: 4:00 p.m. a 12 p.m. (medianoche)
Turno 5: 10:00 p.m. a 6:00 a.m.
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Ejemplo 6: Modelo de programacion de personal

La muestra las horas cubiertas por los turnos respectivos. Como algunos turnos son menos

deseables que otros, los salarios que se especifican en el contrato difieren de uno a otro.
En el ultimo rengldon se muestra la compensacion diaria por cada agente para cada turno.

El problema consiste en determinar cuantos agentes deben asignarse a los turnos
respectivos cada dia para minimizar el costo total de personal debido a los agentes, de
acuerdo con este ultimo renglon, al mismo tiempo que se cumplen (o se sobrepasan) las
necesidades de servicio dados en la columna de la extrema derecha

Periodo

Periodos cubiertos

Turno

-

N

3

Nuimero minimo
necesario de agentes

6:00 a.m. a 8:00 a.m.
8:00 a.m. a 10:00 a.m.
10:00 a.m. a 12 a.m.

12 a.m. a 2:00 p.m.
2:00 p.m. a 4:00 p.m. .
4:00 p.m. a 6:00 p.m.
6:00 p.m. a 8:00 p.m.
8:00 p.m. a 10:00 p.m..
10:00 p.m. a 12:00 p.m.
12:00 p.m. a 6:00 a.m.

AN N NN

NSSS

SRNS

SR x

4
4

48
79
65
87
64
73
82
43
52
15

Costo diario por agente

$170

$160

$175

$180

$195
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Ejemplo 6: Modelo de programacion de personal

x;= numero de agentes asignados al turno j, paraj = 1.2 3:4.3,

Minimizar Z = 170x; + 160x, + 175x; + 180x, + 195x5,

sujeta a
X =48 (6-8 a.m.)
X +.% =79 (8-10a.m.)
Xy =65 (10-12a.m.)
M e - e e =87 (12am.-2 p.m.)
Xt =64 (2-4p.m.)

Koy k5 =73 (4-6 p.m.)
Kop X =82 (6-8 p.m.)
X =43 (8-10 p.m.)
Xg +x5=52 (10-12 p.m.)
xs =15 (12 p.m.-6 a.m.)

x; =0, paraj=1,2,3,4,5.
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Ejemplo 7: Modelo de préstamo bancario

Banco Panama esta desarrollando una politica de préstamos que implica un maximo de
$12 millones. La tabla siguiente muestra los datos pertinentes en relaciéon con los

préstamos disponibles

Tipo de préstamo  Tasa de interés % de deudas impagables

Personal .140 10
Automoévil 130 07
Casa 120 .03
Agricola N .05
Comercial .100 02

Las deudas impagables son irrecuperables y no producen ingresos por intereses.
La competencia con otras instituciones financieras dicta la asignacion de 40% minimo de
los fondos para préstamos agricolas y comerciales. Para ayudar a la industria de la
construccion de viviendas en la region, los préstamos para casa deben ser por lo menos
50% de los préstamos personales, para automévil, y para casa. El banco limita la
proporcion total de las deudas impagables en todos los préstamos a un maximo de 4%. El
objetivo del banco es maximizar el rendimiento neto, la diferencia entre el ingreso por
intereses y la pérdida por deudas impagables. El ingreso por intereses se acumula sobre
los préstamosal corriente.
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Ejemplo 7: Modelo de préstamo bancario

La funcion objetivo combina el ingreso por intereses y la deuda impagable como sigue

Maximizar z = Interés total — Deuda impagable

= (126)(1 =+ 1209)6'2 + 1164)63 . 11875X4 I 098X5)
. (.1X1 b .O7X2 + .O3X3 £ .05X4 . 5 .OZXS)

= .026x; + .0509x, + .0864x; + .06875x4 + .078xs

sujeto a:

o il ol - W gl T . S ol e
X4+ x5 = Alxg + x5 + x5+ %4 + X5)
k= Bl&; + + i)
A% + % + 080 & A5+ 2u= 0w +5 1+ %5 - B T )

F= =00 =09 = 0a =19
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Ejemplo 8: Modelo de renovacion urbana

La ciudad de David enfrenta un grave recorte de presupuesto. Buscando una solucién a largo plazo
para mejorar la base tributaria, el consejo de la ciudad propone la demoliciéon de un area de viviendas
dentro de la ciudad, y su reemplazo con un moderno desarrollo. El proyecto implica dos fases: (1)
demolicion de casas populares para obtener el terreno para el nuevo desarrollo, y (2) construccion del
nuevo desarrollo. Resumen de la situacion actual:

Se pueden demoler 300 casas populares. Cada casa ocupa un lote de .25 acres. El costo de
demoler una casa es de $2000.

Los tamarios de los lotes para construir casas unifamiliares, dobles, triples y cuadruples, son de .18,
28, .4 y .5 acres, respectivamente. Las calles, los espacios abiertos y el area para la instalacion de
servicios, ocupan 15% del area disponible.

En el nuevo desarrollo, las unidades triples y cuadruples ocupan por lo menos 25% del total. Las
unidades sencillas deben ser al menos 20% de todas las unidades, y las unidades dobles deben
ocupar un minimo de 10%.

El impuesto por unidad aplicado a las unidades sencillas, dobles, triples y cuadruples es de $1000,
$1900, $2700 y $3400, respectivamente.

El costo de construccion por unidad de las casas sencillas, dobles, triples y cuadruples es de
$50,000, $70,000, $130,000 y $160,000, respectivamente. El financiamiento a través de un banco
local esta limitado a $15 millones.

¢ Cuantas unidades de cada tipo se deben construir para maximizar la recaudacion de impuestos?
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Ejemplo 8: Modelo de renovacion urbana

= Cantidad de casas unifamiliares
x, = Cantidad de casas dobles
x3 = Cantidad de casas triples
x4 = Cantidad de casas cuddruples

x5 = Cantidad de casas viejas a demoler

Maximizar z = 1000x; + 1900x, + 2700x3 + 3400x4

sujeto a

A8x; + 28x) + 4x3 + Sx4 — 2125x5 < 0

s = 300
o5 o 0.5 e B A s =4
Aoy = O + 3+ gy =0
P23xq F 2oxs — JT0ks — T4 =0
50x; + 70x, + 130x3 + 160x, + 2x5 = 15000

X1, X2, X3, X4, X5 = 0
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