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Introduccion

El entorno actual se caracteriza por la volatilidad de los diferentes fendmenos que rigen los
sistemas humanos. Un proceso aleatorio o proceso estocastico es un concepto matematico
que sirve para caracterizar y estudiar todo tipo fendmenos aleatorios (estocasticos) que
evolucionan, generalmente, con el tiempo. En este curso se enfatizan en las ventajas e
inconvenientes del uso de la simulacidn a fin de describir fendmenos y sistemas sujetos a la
variabilidad debido a cambios en el tiempo.

Este documento proporciona los elementos técnicos suficientes para estudiar las estructuras
de sistemas susceptibles de ser modelados a través de herramientas de simulacion, tendiente
a obtener soluciones que representen las respuestas en el tiempo de un sistema real.

Aunque el documento no hace énfasis en ninguna herramienta en particular, presenta algunos
ejemplos y su solucidon a través d herramientas tales como Windows Excel, WinQSB 2000,
SimulAr y Risk Simulation entre otros.

Espero que este documento sirva de apoyo tanto a docentes como estudiantes de los
diferentes cursos dictados en la Facultad de Ingenieria Industrial, asi como de motivador a que
esta herramienta, la Simulaciéon, se de uso amplio entre todos los que estudian en la Facultad
de Ingenieria Industrial.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 3
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Capitulo 1
Modelos en la Toma de Decisiones

1.1 El uso de modelos en la toma de decisiones

Los responsables de la toma de decisiones necesitan informacién cuantificable, sobre
diferentes hechos que puedan ocurrir. Muchos de los problemas y errores frecuentemente
encontrados en el arranque del nuevo sistema pueden ser evitados usando la simulacién. La
simulacidon permite visualizar la operacidn del sistema de manera a demostrar claramente la
habilidad o inhabilidad del sistema para cumplir con el desempefio objetivo. La simulacién ha
ido torndndose en un procedimiento estdndar para muchas organizaciones cuando nuevas
instalaciones estan siendo planeadas o un cambio de produccién estd siendo investigado ya
qgue constituye una técnica econdmica que permite ofrecer varios escenarios posibles de un
modelo del negocio, permite equivocarse sin provocar efectos sobre el mundo real.

El proceso racional de toma de decisiones exige que se conozcan ciertas alternativas de
solucidn asi como las consecuencias que cada alternativa presenta. Dichas alternativas se
ordenan de acuerdo a prioridades predefinidas. Finalmente se utiliza un método que permita
aplicar algun criterio o regla de decisién para escoger la alternativa dada.

El proceso racional de toma de decisiones
gerenciales

es

v

Un proceso sistematico

ayuda a resolver necesita la definicion de

Problemas econédmicos o

. Variables y factores
de negocios

puedeq ser analizados a través de ayudan a definir el

Modelo

analizados con combinadas en

cuantitativamente descrito por

Representacion
matemadtica

llevan finalmente a

Curso de accién

Fig. 1 El proceso racional de toma de decisiones
Adaptado de Shapiro 2001

El proceso racional de toma de decisiones, tal y como se muestra en la figura 1, utiliza modelos
y reglas matematicas que permitan un proceso sistematico y ordenados de toma de
decisiones. La idea de utilizar modelos como apoyo al proceso de toma de decisiones no es
nueva (Rugsdale, 1998). El uso de mapas, diagramas de flujo, graficas y ecuaciones bdsicas
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para apoyar el proceso de toma de decisiones no es raro, aunque su uso se ha hecho mucho
mas atractivo gracias a la accesibilidad de mayor poder de cémputo.

Pegden, et al. (1995) definen un modelo como una representacidén de un grupo de objetos o
ideas de alguna manera diferente a la entidad misma. En otras palabras un modelo es una
abstraccién de la realidad. La figura 2 presenta una clasificacién taxonédmica de los modelos, la
cual no es unica ni exclusiva ya que diferentes modelos pueden caer en diferentes

clasificaciones a la vez.
Modelos

< Fisicos > ( Mentales> <Simbélicos>

( Iconicos ) ( A escala ) Visuales (Mateméticos)
< Estaticos > <Simulacic')n>

Optimizacion Predictivos <Descriptivos>
Probabilisticos

Fig. 2 Taxonomia de los modelos

Los modelos matemdticos son de gran utilidad ya que son una herramienta de gran
importancia durante el proceso racional de toma de decisiones. Al ser una abstraccién de la
realidad es posible desarrollar modelos o representaciones de sistemas utilizando solamente
las variables basicas que describen dicho sistema. Estas variables se conocen como variables
de estado o variables independientes y pueden ser endégenas o exdgenas de acuerdo a su
funcién en el sistema. Adicionalmente, los modelos presentan su respuesta al efecto de las
variables independientes a través de variables dependientes que en general son las variables
de decision del sistema.

De acuerdo a su objetivo, los modelos de matematicos pueden ser prescriptivos o de
optimizacion y los modelos predictivos. Los modelos predictivos tienen como objetivo
predecir o estimar el valor de una variable. Los modelos de optimizacidn, por otro lado, son
aquellos que proporcionan una indicacién de la accién a seguir. Los modelos de optimizacion
estan compuestos por algun tipo de funcién objetivo la cual define de alguna manera el efecto
de las variables de decision sobre el objetivo a optimizar. Adicionalmente, los modelos cuentan
con una serie de restricciones las cuales restringen las respuestas del modelo en funcién a las
variables de estado.

En el caso de los modelos predictivos, estos tratan de describir la mejor relacién causal entre
variables tratando de predecir posibles efectos en las variables dependientes como resultado
de un cambio en las variables dependientes. La figura 3 presenta un resumen de estas
categorias.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 5



(CNOLG
< Oy,

Introduccion a la Simulacién

K
Wygya 3

Caracteristicas

Variable Técnica

Cat i
ategoria Forma de f{.) independiente cuantitativa

. . Programacion
A . . Conocida o bajo el . g
Prescriptivou | Conocida, bien lineal, entera o no
control de tomador

optimizacion definida de deciciones lineal; Redes; CPM;
ECQ

Conocida o bajo el  Regresidn, Series
control de tomador de Tiempo, Analisis
de decisiones de Discriminante

Desconocida,

Predictivo mal definida

Simulacidn, Colas,
PERT, Modelos de
Inventarios

Conocida, bien Desconocida o bajo

Descriptivo definida incertidumbre

Fig. 3 Categorias de los modelos matematicos (Pike, 1983)

Un modelo vélido es aquel que representa de manera aproximada pero representativa las
caracteristicas mas importantes del sistema o problema a analizar. El problema que aqui
aparece es el equilibrio entre representatividad del sistema y costo del modelo. Tal y como lo
muestra la figura 4, a medida que aumenta el nimero de variables a utilizar en el modelo, es
costo de analizar y resolver el mismo aumenta. Por otro lado, su valor como herramienta
tiende a mantenerse o decrecer debido a que, similar a la teoria de los rendimientos
decrecientes estudiada en economia, el afiadir mas variables al modelo no aumenta de
manera proporcionalidad su efectividad. Esta caracteristica de los modelos se conoce como la
tratabilidad de los mismos.

Valor del modelo

Costo del modelo

™~

Area de decision

Fig. 4 Valor vs. Costo del modelo

Otro aspecto importante es la trazabilidad del modelo. El analista debe ser capaz de observar
las respuestas del modelo en todo momento, ya sea durante la solucion matematica del
mismo o durante el modelado a través del tiempo.

Adicionalmente los modelos deberan ser factibles, en otras palabras, deberan tener solucién.
Asi, las soluciones que estos provean deberan ser aplicables, dentro de las limitaciones de lo
ideal del modelo, a la vida real. Una caracteristica importante dentro de la factibilidad del
modelo es la convergencia del mismo. Si el proceso de solucion del modelo requiere de
procesos iterativos, las variables de decision bajo andlisis deben convergir hacia valores
factibles a través del proceso de solucidn. La figura 5 muestra tanto el elemento de
trazabilidad como la convergencia de un modelo.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 6
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Intervalo de confianza de la
solucién

Fig.5 Trazabilidad v Convergencia de la solucion

1.2 El Modelado

Modelador:
motivaciones
conceptos
métodos
recursos...

)

Andlisis del sistema:
Marco experimental

Sistema Real

Restricciones

Estrategias de solucion

)

Formulacién de la
hipétesis

Formulacién del
modelo basico

Formulacion del
modelo
simplificado

No Satisfactorio

Satisfactorio

No Satisfactorio

Validacion

Satisfactorio

Implementacion

Fig. 6 El proceso de modelado
Adaptado de Sterman 2001

El Modelado es el proceso por el cual se establecen
relaciones entre las entidades importantes de un
sistema que se expresa en términos de metas,
criterios de ejecucion y restricciones que en conjunto
constituyen el modelo. El proceso se puede apreciar
graficamente en la figura 6.

El proceso inicia con la concepcion del modelador del
sistema real, la percepcion y definicion de las
caracteristicas y variables del sistema y los elementos
que definen su estado. Una vez hecho esto, se
plantean las diferentes hipdtesis que puedan explicar
el funcionamiento del sistema, sus resultados y
problemas que puedan resultar de las relaciones entre
las variables.

Una vez desarrollado el modelo serd necesaria su
verificaciéon y validacidn, para entonces pasar a su
implementacion.

El modelo busca ser una representacion valida de la
realidad combinando realismo y simplicidad. Asi, el
proceso de validacion procura ver los resultados del
modelo bajo condiciones de control compararlos con

los resultados controlados en el sistema real. Esto se hace a través de:

e Reexaminar la formulacion del modelo

e Verificar las expresiones y dimensionalidad
e Variar parametros de entrada

e Utilzacion de datos histéricos

El disefio y control de modelos de modelos obliga a tener conocimientos de cuatro areas de

conocimiento distintas:

Modelizacidn: necesarios para disefiar el modelo que permita dar respuestas validas
del sistema real que represente. El disefio es una fase muy importante, ya que los
errores proporcionaran modelos falsos.

Programacion: ya que el modelo se ha de implentar con un lenguaje de programacion.

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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e Probabilidad y Estadistica: la probabilidad es necesaria para definir y estudiar las
variables ale atorias de las entradas, y la estadistica para permitir el disefio y analisis
de los experimentos.

e Meétodos Heuristicos: para permitir llegar a una solucién buena del problema
planteado.

Los modelos deben contener sélo los aspectos esenciales del sistema real que representan.
Aquellos aspectos del sistema que no contribuyen significativamente en su comportamiento
no se deben incluir, ya que lo que harian seria obscurecer las relaciones entre las entradas y las
salidas. ¢En qué punto se debe parar de incluir realismo en el modelo? Esto depende del
propdsito para el cual el modelo se haya desarrollado. Entre las caracteristicas que deben
presentar los modelos:

e Deben ser faciles de entender y manejar.

e Deben ser simples y de costo no excesivo.

e Deben ser una buena aproximacidn del sistema real, que controle el mayor nimero
posible de aspectos del mismo y que éstos contribuyan de forma significativa al
sistema (hay relaciones en el sistema que no son significativas y pueden obviarse en el
modelo).

Entre las ventajas mas importantes del modelado se tienen:

e Permite la organizacidn del conocimiento sobre el sistema

e Permite deducciones logicas sobre el sistema y su comportamiento

e Proporciona un marco para contrastar el sistema y posible modificaciones
e Proporciona una idea sobre detalles y aspectos relevantes

e Posibilita mayor y mejor manipulacion

e Facilita el analisis

e Descripcion concisa del problema

e Permite un mejor control de las fuentes de variacion

e Menos costos de experimentar

Entre las desventajas principales estan:

e Eldesarrollo de un modelo, gasta y quita tiempo y es costoso
e El modelo no representa con exactitud la situacidn real
e Relaciones no adecuadas generan errores por resultado imprecisos

Aungue no hay acuerdo entre las diferentes metodologias utilizadas para la modelacién, si
existe, entre los diferentes autores el consenso de que la metodologia variard en funcion a las
caracteristicas del sistema a modelar. Algunas de estas metodologias son:

e Metodologias duras o fundamentalistas que suponen que el mundo es un sistema
racional. El modelado se basa en ecuaciones y algoritmos bien definidos.

e Metodologias interpretativas o suaves asumen que el mundo no es
necesariamente un sistema racional. El modelado y analisis es creativo y basado
en metodologias heuristicas y simulacion.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 8
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e Metodologias radicales suponen que el mundo real puede llegar a ser un sistema
de una manera en comun a los individuos o grupos de individuos dentro del
sistema. Los modelos y el andlisis se orientan para mostrar las ventajas y
desventajas de la situacion bajo analisis.

1.3 Los sistemas y la simulacién

De manera muy general, la simulacién se refiere a un gran conjunto de métodos y aplicaciones
que buscan imitar el comportamiento de sistemas reales (Kelton, y otros, 2008). Se entiende
por sistema una coleccidn de entidades relacionadas, cada una de las cuales se caracteriza por
atributos o caracteristicas que pueden estar relacionadas entre ellas y con un objetivo comun.
De manera formal, Turban define sistema como “una coleccién de elementos tales como
gente, recursos, conceptos y procedimientos agrupados con la intencién de desarrollar una
funcién o meta comun (Turban, y otros, 1999, p. 40)”.

Ya en su obra Fishman (1978) afirmé que todo sistema consta de tres componentes, los cuales
tienen a su vez caracteristicas que los definen. Estos componentes son el ambiente, las
fronteras o limites del sistema y sus subsistemas que llevan a cabo las funciones del sistema.
Los subsistemas pueden ser entidades en si mismas o contener entidades que desarrollan las
actividades relacionadas con dichos

subsistemas. La figura 7 muestra ) i )
Efectos e influencias del ambiente

sub sistema 4

7

graficamente los elementos de un
sistema.

sub sistema 2

Las relaciones entre los diferentes

i

elementos del sistema se definen, desde

sub sistema 5

un punto de vista matematico, como las

Limites del sistema

relaciones de clases que explican el

comportamiento de dichas entidades vy

Retroalimentacion y control

sus correspondientes atributos. Estas
Ambiente

relaciones de clases pueden ser estaticas ) _ ] ]
de Fig. 7 Representacion grafica de un sistema

o dinamicas segin el tipo
Adaptado de Wu (2002) y Turban, et al. (2002)

comportamiento que las definen.

Los sistemas pueden clasificarse de diferentes maneras: segln su origen pueden ser naturales
y artificiales. Por otro lado, seglin su relacidon con el ambiente pueden ser abiertos o cerrados.
De acuerdo a su poder de adaptacidon pueden ser adaptables o fijos. Finalmente, de acuerdo al
tipo de relaciones, se pueden definir como de complejidad combinatoria o dindmica.

Los atributos de una entidad definen su estado y los estados de las entidades mas
importantes definen el estado del sistema. Analizar un sistema supone estudiar sus cambios a
través del tiempo. Sea {S;, S,, ..., Sa} €l conjunto de los n diferentes estados de un sistema S. Si
un sistema puede tomar un conjunto finito de estados, durante un periodo dado de tiempo, el
estado del sistema sera uno entre un conjunto finito de posibles secuencias de estados.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 9
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Cuanto mayor sea el intervalo de tiempo, mayor la posible secuencia de posibles estados.
Entonces, el estado de un sistema S — Sie {S;, S,, ..., Sa}V ti. En todo intervalo de tiempo At
arbitrariamente pequeiio, existe una probabilidad de encontrar un sistema en un estado
determinado y también una probabilidad de que dicho estado cambie a uno de los restantes.

Dos elementos describen un cambio de estado en el tiempo: magnitud y retraso. La magnitud
de un cambio se refiere a la diferencia absoluta en el valor de un atributo durante un periodo
especifico comparado con un valor antes del cambio. Sean S; y S.: los estados
correspondientes a los tiempos t y t+1, respectivamente, entonces ’Sm - S | serd la magnitud
del cambio de estado del tiempo t al tiempo t+1.

Adicionalmente, en la mayor parte de los sistemas, un estimulo externo produce un cambio en
el estado del sistema, el cual puede ocurrir de manera instantanea o después de transcurrido
un tiempo después de recibido el impulso o estimulo. Elintervalo de tiempo At que transcurre
hasta que se percibe el cambio del sistema se conoce como retraso. La magnitud y retraso
definen la respuesta del sistema.

Una respuesta es estable si su comportamiento busca un equilibrio, de lo contrario se conoce
como una respuesta inestable. Un sistema esta en estado estable si esta en equilibrio (sea este
estatico o dindmico) en un intervalo de tiempo lo suficientemente largo, esto es si At — oo. La
figura 8a muestra ambos comportamientos, mientras la figura 8b muestra como un sistema
tiende a buscar su estado estable.

Respuesta estable
Respuesta inestable — A -
Respuesta estable
t
/ Fig. 8a Respuestas del sistema Fig. 8b Sistema en estado estable

La complejidad combinatoria de un sistema se define en relacién el nimero de componentes
de un sistema, o en el nimero de posibles combinaciones que hay que efectuar al momento
de tomar una decision. Es funcién tanto de las variables como de las funciones que rigen o
modelan el sistema.

Por otro lado, la complejidad dinamica es funcién de las relaciones e interacciones, a través
del tiempo, entre los diferentes componentes del sistema, ya sea entre ellos como con el
exterior. La complejidad dindmica no es necesariamente funcién de la complejidad
combinatoria

1.4 Principios de simulacién

La simulacion consiste en disefiar y desarrollar un modelo computarizado de un sistema o
proceso y conducir experimentalmente con este modelo con el propdsito de entender el

H. R. Alvarez A., Ph. D. 10
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comportamiento del sistema del mundo real o evaluar varias estrategias con los cuales puedan
operar el sistema (Kelton y otros, 2008).

Aungque las primeras aplicaciones de la simulacion como herramienta formal se dieron en la
Segunda Guerra Mundial, no es hasta los afos ‘50 cuando se da importancia al proceso de
dividir en partes un problema para examinar la interaccidén simultanea de todas ellas (Fishman
1978). Esto se debid en gran parte a la aparicién de las primeras computadoras comerciales.
La complejidad de los problemas hacia cada vez mas dificil el conseguir soluciones analiticas o
numeéricas y se hacia necesario poder representarlos de modelos simbdlicos que pudieran
manejarse facilmente y que produjeran resultados numeéricos. Asi, se define la simulacién
como una rama experimental dentro de la Investigacion de Operaciones.

Es posible decir que la simulacién busca, entre otras cosas:

e Descubrir el comportamiento de un sistema

e Postular teorias o hipdtesis que expliquen el comportamiento observado

e Utilizar esas teorias para predecir el comportamiento futuro del sistema, es decir
mirar los efectos que se producirian en el sistema mediante los cambios dentro de
él o en su método de operacién

e Disminuir los costos asociados con la experimentacion en el sistema real (ej:
pruebay error en el sistema real)

e Disminuir el riesgo de error en sistemas reales o en papel.

La simulacion es un esfuerzo importante para su organizacion, por lo cual se recomienda estar
seguro de que los beneficios obtenidos seran superiores al costo. Esto es, asegurarse de que el
proyecto sea rentable. Por lo general, la simulacién es considerada valiosa cuando las
siguientes condiciones ocurren:

e Elsistema permite ser modelado. Esto quiere decir que el modelo esta bien entendido,
puede ser definido por un diagrama de flujo y los tiempos y reglas de operacion
pueden ser descritos. Esto permite a quien modela estudiar las mejoras sin afectar el
sistema real.

e Altos o bajos volumenes con implicaciones de costos o ingresos importantes. Es decir
escenarios en los cuales bastante dinero y recursos estdn en juego. Por ejemplo
Terminales de contenedores, picking en bodega y complejos componentes de aviones.

e La complejidad del sistema es dificil o imposible de definir con una hoja de calculo. La
simulacidn permite ver todas las interacciones del sistema y como estas impactan
todos los aspectos del modelo.

En algunos casos es necesario visualizar el proceso. Es por esto, que la animacién en 3D le
permitira a usted y sus clientes ver lo que “realmente” va a suceder (por ejemplo en un nuevo
centro de distribucion).

Las técnicas de simulacién pueden resumirse como:

e Simulacion estadistica o Monte Carlo: Esta basada en el muestreo sistematico de
variables aleatorias.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 11
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e Simulacion por eventos discretos: Se define el modelo cuyo comportamiento varia
en instantes del tiempo dados. Los momentos en los que se producen los cambios
son los que se identifican como los eventos del sistema o simulacidn.

e Simulacion continua: Los estados del sistema cambian continuamente su valor.
Estas simulaciones se modelan generalmente con ecuaciones diferenciales.

e Simulacion por agentes: Se aplica a casos complejos, en los que se divide al
comportamiento del sistema en subsistemas mas pequefios denominadas células.
El resultado de la simulacidn esta dado por la interaccidn de las diversas células.

e Dindmica de Sistemas: Es un enfoque para entender el comportamiento de
sistemas complejos a través del tiempo. Lidia con ciclos de realimentacién interna,
flujos y retrasos en los tiempos que afecta el comportamiento del sistema total.
Estos elementos describen, como sistemas aparentemente simples, despliegan
una desconcertante no linealidad.

Algunas de las ventajas de emplear simulacién incluyen:

e Cuando esté planeando un nuevo sistema desde cero, la simulacion le permite
evaluar un sistema “hipotético” cuando aun no existe.
e Lasimulacidn le provee excelentes formas de comunicar sus ideas mediante:
o Brindar una representacion grafica del sistema estudiado
o Incorporando animaciones 3D que le permiten visualizar el proceso. Esto
permite un entendimiento mayor de los retos y caracteristicas de la
operacion
o Animacidén que permite a la directivas entender los cambios propuestos y
simplifica la labor de venta de los proyectos internos a las directivas
e Asi mismo, la simulacién provee una herramienta para educar a los operarios y
supervisores en la forma que el sistema operard. Aspectos como la administracidn,
turnos, mantenimiento y estrategias de operacidn pueden ser exploradas con un
mejor entendimiento de las interacciones complejas que existen entre los
procesos del sistema. La Simulacién provee un método para aprender cémo usar
técnicas de resoluciéon de problemas.

1.5 Ventajas y desventajas de la simulacion

Es posible ver las ventajas y desventajas de la simulacién frente a la solucion analitica de los
problemas:

Ventajas del modelado analitico:

e Conciso en la descripcion del problema.

e Conjunto de soluciones cerrado.

e Permiten evaluar facilmente el impacto producido por cambios en las entradas sobre
las medidas de salida.

e Posibilidad de llegar a una solucién 6ptima.

Desventajas:

e Las suposiciones hechas para describir el sistema puede ser poco realistas.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 12
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e Llas féormulas matemadticas pueden ser muy complicadas impidiendo llegar a una
solucién.

Ventajas de la simulacion:

e Pueden describir sistemas que sean muy complejos.

e Pueden ser usados para experimentar con sistemas que todavia no existan, o para
experimentar con sistemas existentes sin que éstos se alteren. (Esto también los
pueden hacer los métodos analiticos siempre y cuando el sistema no sea muy
complejo).

Desventajas:

e No existe un conjunto de soluciones cerrado.

e Cada cambio en las variables de entrada requiere una solucién separada o conjunto de
ejecuciones.

e Los modelos de simulacion complejos pueden requerir mucho tiempo para
construirlos y ejecutarlos.

e Puede resultar dificultoso establecer la validez del modelo (es decir, la
correspondencia con el sistema real).

Los usos de la simulacion son ilimitados. Algunos de los principales ejemplos que han sido
modelados incluyen entre otros: manufactura, manejo de material, manejo de maletas en
aeropuertos, bodegaje, centros de distribucidn, procesamiento de alimentos, salud, puertos y
procesos de manufactura.
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Capitulo 2
Distribuciones de Probabilidad

2.1 Generalidades

Cuando se realiza un analisis deterministico a un sistema, una serie de supuestos y variables
producen un resultado de valor Unico. Por otro lado, un analisis probabilistico le da al analista
un rango de valores como resultado. Los resultados probabilisticos son mucho mas realistas
gue estimados de valor Unico ya que se enfocan tanto en la probabilidad de ocurrencia como
en las consecuencias o impactos de los riesgos potenciales.

Debido a que la simulacidon permite ofrecer varios escenarios posibles del comportamiento de
un sistema, ademas de las consideraciones acerca de la formulacion del modelo, simulacidn
exige afrontar ciertos problemas estadisticos entre los cuales figuran:

- Generacién de numeros aleatorios

- Generaciéon de variaciones aleatorias a partir de distribuciones probabilisticas
especificas.

- Determinacidn de estadisticos muestrales como representacion de los parametros del
modelo.

- El diseno experimental para llevar a cabo los experimentos de simulacién.

- Elandlisis de los resultados de la simulacién.

Algunas definiciones importantes a considerar antes de avanzar en el tema:

- Experimento: cualquier actividad que se puede llevar a cabo cuyo resultado exacto es
incierto.

- Poblacion o universo: consiste en todos os miembros de una clase o categoria de
interés. Su tamafo se denota normalmente por N.

- Muestra: una proporcion o subconjunto de la poblacién. Su tamafio se denota
normalmente por n.

- Tipos de muestra:

o Probabilistica:

a probabilidad de elegir a cualquier elemento de la poblacion

es conocida.
= Aleatoria: todos los elementos tienen la misma probabilidad de ser
extraidos

= Todas las muestras tienen el mismo tamafio.

=  Conreemplazoy sin reemplazo

=  Conglomerados

= Estratificada

=  Sistematica

o No probabilistica: en el caso de que no se pueda hacer un muestreo
probabilistico

= Por conveniencia

=  Porjuicio

= Porcuota
- Muestreo: proceso de extraer una muestra de una poblacion.
- Censo: enumeracion y evaluacién de todos los miembros de la poblacién.
- Parametro: son las medidas que describen la poblacidn.
- Estadistico: son las medidas que describen la muestra.
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- Confiabilidad: es la medida de consistencia de los resultados de una prueba
estadistica.

- Validez: es la medida de consistencia de los datos a utilizar en una prueba estadistica.
2.2 Conceptos de probabilidad
Se puede definir probabilidad como la relacidon existente entre los resultados esperados de un
experimento en relacidn a todos los posibles resultados existentes del mismo. Es la medida
matematica de la incertidumbre.
SI un experimento puede tener como resultado cualquiera de N diferentes resultados,

igualmente probables, y si exactamente n de estos resultados corresponden al evento A,
entonces la probabilidad de que el evento A ocurra estd dada por:

n
P(A)=—
(A) N
Otra manera de ver la probabilidad es a través del enfoque empirico o posterior. Dada una
distribucion de frecuencias relativas obtenida de observaciones empiricas de diferentes
eventos. La probabilidad de ocurrencia de un evento, bajo condiciones iguales a las observadas
empiricamente, serd igual a la frecuencia relativa de ocurrencia de dicho evento.
Algunas propiedades de las probabilidades se muestran a continuacién:
Dado un evento A,
0<P(A)<1
P(@)=0
P(S)=1
Si Ay B son dos eventos cualesquiera, entonces P(A o B),
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A " B)
Si Ay B son mutuamente excluyentes, entonces P(Ay B),
P(ANB)=@yP(AUB)=P(A) + P(B)
Si dos eventos Ay B son independientes, entonces P(Ay B),
P(A N B) = P(A)P(B)
Para tres eventos A, By C, entonces P(Ao B o C),
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AmB) - P(ANC) - P(BNC) - P(ANB NC)

Para dos eventos complementarios Ay A’

P(A)+P(A")=1

H. R. Alvarez A., Ph. D. 15
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Es la probabilidad de que un evento B ocurra cuando se sabe que ya ocurrid algin evento Ay
se denota como P(A|B)
Si P(A)>0p(%r]tA051£e:!(AmB)

P(A)

De otra manera, si un experimento pueden ocurrir los eventos A y B, entonces:
P(ANB) = P(A)P(B|A)

La Teoria de Probabilidad trata fendmenos que pueden ser modelados por experimentos
cuyos resultados estan gobernados por el azar (se denominan experimentos aleatorios). Estos
experimentos aleatorios estan caracterizados por:

- Los experimentos son repetibles bajo idénticas condiciones

- Elresultado de un experimento es impredecible

- Si el experimento se realiza un gran nimero de veces, el resultado exhibe un cierta
regularidad estadistica (se observa un comportamiento promedio).

Una variable aleatoria es una funcién que asocia un nimero real con cada elemento del
espacio muestral de un experimento. Una variable aleatoria discreta es aquella en la que se
puede contar su conjunto de resultados posible o si estan relacionadas con el conjunto de
numeros enteros. Por otro lado, una variable aleatoria continua existe cuando esta puede
tomar valores en la escala continua o esta relacionada con un conjunto continuo de valores.

2.3 Distribuciones de probabilidad

Una variable aleatoria toma cada uno de sus valores con cierta probabilidad. La funcidn de
probabilidad es la representacién de todas las probabilidades de una variable aleatoria X
mediante una expresién matematica tal que P(X =x) = f(x).

2.3.1 Distribuciones de probabilidad discreta

El conjunto de pares ordenados (x, f(x)) es una funcién de probabilidad discreta o distribucion
de probabilidad discreta de la variable discreta X, si para cada resultado x

1. f(x)=20
2. Exf(x)=1
3. P(X=x)=f(x)

La distribucion acumulada F(x) de una variable aleatoria discreta X con distribucion de
probabilidad f(x) esta dada por la expresién:

F(x) = P(X <x) =2 f(t) para-oo<x<o0

La media de una variable aleatoria es el valor mas esperado de dicha variable. Para una
variable aleatoria discreta se puede definir como:

n=E(X) = > xf(x), donde
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- xeselvalor puntual o marca de clase de la variable aleatoriay
- f(x) es la frecuencia relativa o probabilidad de ocurrencia de dicho valor puntual.

Sea X una variable aleatoria discreta con distribucién de probabilidad f(x) y media p, la
varianza de X estard dada por:

o’ =E[(X—u)2J=Z(x—p)2f(x) , donde la desviacion estandar o serd la raiz de la
varianza. X

Distribucion Uniforme
Si la variable aleatoria discreta X toma valores discretos x*, X, ..., X, cOn igual

probabilidad de ser obtenidos en un experimento dado, entonces estos valores estan
distribuidos en funcién a la Distribuciéon Uniforme Discreta:

P(X =x)=1f(xk) = %

Distribucion de Bernoulli
Se un proceso de Bernoulli aquel experimento que tiene las siguientes caracteristicas:

- El experimento consiste en n pruebas iguales que se repiten.

- Cada prueba produce un resultado que se puede clasificar como éxito o fracaso.

- La probabilidad de un éxito, p, permanece constante en cada prueba, siendo la
probabilidad de fracaso 1-p.

- Cada prueba es independiente.

Entonces la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X, el nimero de éxitos
en n pruebas independientes esta dada por:

P(X=x)=f(x;n,x) = [:Jpxq”x

donde

n_n
(xj ~ X(n—x)!

p=np
o’ =npq

P(x<X) = ZX:(EJp"q”"‘
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Distribuciéon de Poisson:

Un proceso de Poisson se puede definir como un experimento aleatorio con las
siguientes caracteristicas:

- Los resultados ocurren durante un intervalo dado o en una region especifica.

- Los resultados que ocurren en un intervalo son independientes de los resultados
en otro intervalo o regién.

- La probabilidad de que ocurra un solo resultado durante un intervalo muy corto es
proporcional a la longitud del intervalo y no depende del nimero de resultados en
otros intervalos

- La probabilidad de que se den resultados simultdneos en un intervalo es
despreciable.

Sea X una variable aleatoria asociada con los eventos que ocurren en un proceso de
Poisson. La funcién de probabilidad de esta variable aleatoria estar dada por la

expresion:
-1/ 2 X
P(X =x) =w,parax=l,2,3,...
X!
P(X<X): N M
I B
u=c>=112

Donde 1/X es el nimero promedio de eventos por unidad de tiempo o espacio
2.3.2 Distribuciones de probabilidad continuas

El conjunto de pares ordenados (x, f(x)) es una funcién de probabilidad continua o funcién de
densidad de probabilidad de la variable aleatoria continua X, definida en el conjunto de
numeros reales R, si:

1. f(x)20, paratodaxRe
2. I\sz(x) =1
3. P(a<X<b)=Ia<x<bf(X)dX

La distribucion acumulada F(x) de una variable aleatoria continua X con distribucién de
probabilidad f(x) es:

F(x) = P(X < x) = Jiex f(t)dt para-co<x<oo

La media de una variable aleatoria continua es el valor mas esperado de dicha variable y esta
dado por la expresion:

n=E(X = Loxf(x)dx
Sea X una variable aleatoria continua con distribucidn de probabilidad f(x) y media , la
varianza de X sera:

o =E[(X-p)?*]= [ (x~p)*f(x)dx
Donde la desviacidén estandar o sera la raiz de la varianza
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Distribuciéon Uniforme

Una variable aleatoria continua X tendra una distribucidon uniforme en el intervalo [a,
b] de la forma:
1

b-a
xdy

P(X<x)=[ ——

(X=x)=[ =

f(x) =

2
:a+b162 _(b-a)

2 12

Distribucion Exponencial

La variable aleatoria continua X tiene una distribucidon exponencial con parametro A si
su funcién de probabilidad esta dada por:

re™, x>0
f(x) = .

0, encualquierotrocaso
P(X < X) = J: ke%ydy

PO<X< x):l—e’%x

Donde 1/X es el nimero promedio de eventos por unidad de tiempo o espacio
Distribucién Normal

Es la distribucién mas importante en el campo de la estadistica. La curva normal
describe aproximadamente muchos fenémenos que ocurren en la naturaleza.
Desarrollada en 1733 por Abraham DeMoivre, fue Karl Fiedrich Gauss quien demostrd
su aplicabilidad.

La funcidn de probabilidad de la variable aleatoria normal X, con media p y varianza 2
esta dada por:

1 _1{2

e 2
\2no

La Distribucion Normal tiene ciertas caracteristicas importantes:

f(x) = } -0 < X <0

- Lavariable aleatoria normal X se expresa como N(L, o)

- Lamoda estd localizada en el punto donde x =

- Lacurva es simétrica en el eje de la media pn

- Sus puntos de inflexidn estdnen x=p+ G

- Se aproxima al eje horizontal de manera asintética en ambos lados
- Suadreatotalesigualal
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Efectosdepyo

X=p
X-GC X+GC
Ay
. | —

Fig. 1 Caracteristicas de la curva normal

La probabilidad de que una variable aleatoria X normalmente distribuida tenga un
valor dado x, estard dada por:

L A
P(x, < X<X,)=———| e? °ldx
' z 216 Ll
Esta funcién es matematicamente dificil de determinar, por lo que se define una
variable normalizada Z tal que:

Esto permite determinar el drea normalizada bajo la curva tal que P(X=x) = f(Z), tal y
como se muestra en la figura 2.

Ejemplo:
P X—u
a

PiZ=1] =0.1587
z0 P [Z> 1.96] = 0.0250

Desv.
rommal

0.3821

Fig. 2 Area bajo la curva normal
2.4 Numeros Aleatorios

Los modelos de simulacion basados en el comportamiento aleatorio de los sistemas requieren
de un mecanismo para generar secuencias de eventos en donde cada una de dichas secuencias
obedezca una funcidn de probabilidad que regula determinado elemento del comportamiento
aleatorio a modelar.

Los numeros aleatorios son aquellos que pueden ser generados a partir de fuentes de
aleatoriedad, las cuales, generalmente son de naturaleza fisica (dados, ruletas, etc.) y son
gobernados por las leyes del azar, exhibiendo verdadera aleatoriedad en la realizacién de
experimentos. Por otro lado, los nimeros pseudo aleatorios son aquellos que tienen un
comportamiento similar a la naturaleza aleatoria, pero estdn ceilidos a un patron,
generalmente de naturaleza matematica, que hace que su comportamiento sea
deterministico.

Las secuencias de numeros aleatorios generados ya sea a través de secuencias fisicas o
métodos matematicos, basados en relaciones recursivas, deben poseer algunas propiedades:
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- Las secuencias deben ser no correlacionadas. Esto significa que en una sucesion de
numeros aleatorios, una subsecuencia no puede estar relacionada con ninguna
otra.

- Independencia estadistica y aleatoriedad. Esto implica que la probabilidad de que
un numero especifico aparezca en la sucesion debe ser la misma para cada uno de
los elementos del conjunto de los numeros aleatorios. Esto es precisamente una
caracteristica de la funcién de probabilidad uniforme. Igualmente, la apariciéon de
un nimero dentro de la sucesién no implica la aparicion de otro.

- Deben tener periodo maximo. En otras palabras, los generadores pseudo
aleatorios son ciclicos, por lo cual es deseable que cada uno de los elementos
aparezca una vez en la secuencia antes que la misma se repita. El periodo y las
propiedades de la secuencia no deben depender del valor inicial.

Antes de que las computadoras facilitaran la generacion de niumeros pseudo aleatorios, estos
se generaban por medios fisicos. Asi, por ejemplo, la Rand Corporation publicé un millén de
numeros aleatorios generados a través de pulsos de frecuencia a aleatoria. Estos nUmeros han
sido utilizados desde entonces como base para experimentos de simulacién en general.

En la actualidad existe una gran cantidad de métodos, ya probados y ampliamente utilizados
para generar numeros pseudo aleatorios. En general los diferentes software y aplicaciones
estadisticas tienen sus propios generadores por lo que no se entrara en mayores detalles en
este documento. Para mayor informacién se pueden leer obras y documentos como Fishman
(1978) y Mancilla (2000) entre muchos otros.

La generacidn de eventos simulados debe tener la capacidad para producir variaciones
aleatorias a partir de una variedad de distribuciones continuas y discretas. En este sentido
Fishman (1978) demostré el hecho de que en la teoria de probabilidad, las variaciones pueden
generarse para una gran variedad de distribuciones tedricas y empiricas, a condicion de que
pueda generarse una secuencia de variaciones aleatorias independientes, cada una de ellas
con una distribucidon uniforme continua en el intervalo (0, 1). A continuacidn se presentan
algunas funciones generadoras a partir de funciones discretas y continuas, donde R; es un
numero aleatorio uniformemente distribuido entre (0, 1):

Distribucion uniforme: sean a y b los limites de un conjunto de numeros distribuidos
uniformemente. Es posible generar un valor a < U< b en base a la siguiente funcion aleatoria:

Uiap =a+(b—2a)R;

Distribucién exponencial: sea 1/A es el nimero promedio de eventos por unidad de tiempo o
espacio, se puede generar una variable aleatoria Y; tal que:

Yi =- 1/}\4|n(R|)

Distribucidon normal: Sea una variable aleatoria X; normalmente distribuida con media p, y
desviacidon estandar o, la misma puede generarse tal que:

Xi = l,l,+ (6R|—3)G
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o o

2.5 Ejemplos
Ejemplo 1

Se quiere mostrar el efecto aleatorio sobre el crecimiento de una funcién, comparado al
comportamiento deterministico de la funcién promedio.

Para tal efecto se tiene una funcién cuadratica con variacion aleatoria uniforme de la forma:
f(t) = -U(1, 4)t* + U(100, 400)t + 110 (1)
Ademas se tiene una funcidn cuadratica deterministica de la forma:

Y(t) = -1.7558t*+223.4t+110.99, que es la linea de tendencia de uno de los conjuntos de datos
aleatorios obtenidos en (1)

Graficando para t = (0, 50), se tienen los comportamientos mostrados en la figura 3, donde el
grafico correspondiente a f(t) muestra el comportamiento aleatorio de los datos. En este caso,
dicho comportamiento cambiara cada vez que se generen nimeros aleatorios.

16000 16000

14000

14000

12000

10000 n
!

8000

— 8000 —_
6000 | | “ J,-- i fy \ N fiv
=yt 6000 A AA=tT7 —ylt

N
v a1 1T
200{? ‘r)V/AVi/v V V 2000 A-A’//Y v ! \"v

2000 10 20 30 a0 50 0 ,

—
—
——

10000

12000 i
|
|

-4000

Fig. 3 Comportamiento aleatorio y deterministico de las funciones del ejemplo 1
Ejemplo 2
Se muestran crecimientos aleatorios de funciones de diferentes tipo: exponencial de la forma
Qe simple de la forma A.; + AjU(a,b), compuesta de la forma A.1(1+U(a, b)' y crecimiento

ajustado exponencial con una meta fija.

Los graficos mostrados en la figura 4, muestran los comportamientos aleatorios de las
diferentes funciones a través del tiempo.
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"‘*“lwl‘\“\
1800 - 1200 +
1600 4
1000 -
1400 -
1200 - 800 -
1000 +
600 -
800 4
600 - 400 -
400 1
200 -
200 +
0 ‘ . ‘ | ‘ 0 w \ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
—simple ——compuesta ——meta ——EXPONENCIAL ——simple ——compuesta ——meta ——EXPONENCIAL
Fig. 4 Crecimientos aleatorios
Ejemplo 3:

Se desea conocer el comportamiento de una distribucién normal aleatoria ~N(u = U(100, 200),
o =u (5, 50), utilizando la funcidn Distribucién Normal en Excel. La funcidon se muestra en la
figura, de A es la celda de valores de x y FALSO indica probabilidades no acumuladas.

A B C D D E F
X a(x) u [ 1 1 |=ALEATORIO.ENTRE(100,200)
: 0] =DISTR.NORMI(A2,SE3L $E52,FALSO)| n E E
10 2.76176-10 W 130
20 3.80856E-09 G |:ALE.&TDR|D.ENTRE{5,50}|
p(x) p(x)
0.009 0.025
0.008
0.007 /\ 0.02 r\
0.006 / \ / \
/ \ 0.015
0.005 / \ / \
0.004 / \ ] 0.01 —plx)
0.003 / \ / \
| 0.005
ol \ 7\
0 /‘ : : . \ ‘ 0 " T T :
0 50 100 150 200 250 300 350 -0.005 50 100 150 200 250 =00 350

Fig. 5 Comportamiento aleatorio de la funcidon normal del ejemplo 3
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Capitulo 3
Simulacion Probabilistica: La Simulacion Montecarlo

3.1 Generalidades

Todo método de simulacion pretende comprender el comportamiento de la realidad en base al
estudio de un modelo simplificado que represente el comportamiento del sistema objeto de
estudio.

El método Montecarlo de simulacién permite estudiar el comportamiento de las variables de
salida del modelo en base a dar valores a las variables de entrada, teniendo en cuenta sus
distribuciones de probabilidad.

La simulaciéon de Montecarlo es una técnica que combina conceptos estadisticos (muestreo
aleatorio) con la capacidad que tienen las computadoras para generar numeros pseudo-
aleatorios y automatizar cdlculos. Cuanto mayor sea el nimero de iteraciones mas estables
seran los valores obtenidos. Mejor 10.000 iteraciones que 1.000, y aun mejor un millén.

Los origenes de esta técnica estan ligados al trabajo desarrollado por Stan Ulam y John Von
Neumann a finales de los 40 en el laboratorio de Los Alamos, cuando investigaban el
movimiento aleatorio de los neutrones. En afios posteriores, la simulacidn de Montecarlo se ha
venido aplicando a una infinidad de ambitos como alternativa a los modelos matematicos
exactos o incluso como Unico medio de estimar soluciones para problemas complejos.

Asi, en la actualidad es posible encontrar modelos que hacen uso de simulacién Montecarlo en
las areas informatica, empresarial, econdmica, industrial e incluso social. En otras palabras, la
simulacion de Montecarlo estd presente en todos aquellos ambitos en los que el
comportamiento aleatorio o probabilistico desempefa un papel fundamental; precisamente, el
nombre de Montecarlo proviene de la famosa ciudad de Mdnaco, donde abundan los casinos
de juego y donde el azar, la probabilidad y el comportamiento aleatorio conforman todo un
estilo de vida.

3.2 El proceso de Simulacién Montecarlo

El método de Montecarlo es un método probabilistico, en contraposiciéon de los métodos
deterministicos ya que incorpora multiples simulaciones de resultados con la variabilidad de
elementos individuales para producir una distribucion de resultados potenciales. Para cada
simulacidn, la herramienta de simulacién Montecarlo escoge al azar un valor para cada evento
de riesgo dentro de su rango de valores posibles, pero de acuerdo con la probabilidad de
ocurrencia de cada uno de éstos. Luego se combinan los valores escogidos al azar para generar
un solo resultado para una simulacion. Este proceso se repite un cierto nimero de veces
(tipicamente mas de 1,000 iteraciones), y se produce un rango de resultados potenciales
igualmente probables.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 24



Introduccion a la Simulacién

El proceso se fundamenta
en el hecho de utilizar una
entrada invertida en una
funcion de probabilidad
acumulada F(x). Asi, a
través de la generacion de
numeros aleatorios entre
(0, 1) se genera una
probabilidad acumulada, la
que permite, si se conoce

1.00

F(x)

Funcidn de probabilidad acumulada

En la simulacidén de Monte Carlo, se
genera de manera aleatoria una
probabilidad acumulada (02 AX) = 1) yse
determina el valor de la variable aleatoria
correspondiente

i,
Wygya 3

X,

X

Fig. 1 Fundafnento del Método Montecarlo

Inicio

Determinar la
Variable Aleatoria y
sus distribuciones
acumuladas F(x)

Definir el nimero
de simulaciones

Generar un
namero aleatorio
R ~U(0,1)

Determinar el valor

correspondiente a

de F(x)

R

T

Fin de las
simulaciones

Calcular
estadisticos

A

Analizar
resultados e
implementar

Fig. 2 Algoritmo para la aplicacion del Método

Montecarlo

Fin

Modelo
probabilistico
del sistema

la funcién F(x), generar un
valor de la variable aleatoria
X; = f(x). La figura 1 presenta
este proceso, el cual es
descrito en la figura 2. El paso
mas importante es el Ia
determinacion de la variable
aleatoria y la distribucion
acumulada correspondiente.
Es en esta etapa que se
genera el modelo
probabilistico del sistema a
simular.

Una vez definida esta funcién
acumulada, la etapa de
generaciéon de un numero
aleatorio R; ~ U(0, 1) permitira
entonces generar los datos
individuales de la variable X,.

La precision del método estd
dada en funcién a 1/V(N), por
lo que a mayor cantidad de
corridas en la simulacion,
mayor la precision de los
resultados obtenidos en el
proceso.

Las principales limitantes del Método Montecarlo son por un lado, que hay que repetir varias
veces los célculos a fin de evitar inferencias causales. Por otro lado, es necesario establecer los
controles periddicos necesarios a fin de garantizar la calidad de los nimeros aleatorios o de los
generadores pseudoaleatorios utilizados en la simulacién.

3.3 Un ejemplo

Se tiene la demanda semanal de cierto producto en funcién a la frecuencia que esta se repite a
lo largo de un afio. Se quiere ver el comportamiento simulado de la misma a fin de poder
definir una politica de inventario a fin de optimizar el mismo y disminuir sus costos.

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Tal y como se ve en la tabla mostrada, la misma no se ajusta a una distribucién tedrica sino a
una distribucidn empirica dada en forma de una tabla de frecuencias. También se muestran los
histogramas de frecuencia y acumulados correspondientes.

Tabla 1 Distribucion empirica de la demanda semanal de cierto

producto
Demanda Frecuencia Frecuencia Acumulada
42 0.1 0.1
45 0.2 0.3
48 0.5 0.8
51 0.1 0.9
54 0.1 1
B Frecuencia OFrecuencia Acumulada
1 _
0.9 ]
o 0.8 1
= 0.7 7
©
v 06 -
S 05 A
f =
2 04 -
g 03 1
0.2 7
0.1
o ] I EEN =N
42 45 48 51 54
Demanda
Fig. 3 Demanda semanal de cierto producto

a- De manera directa con Excel

Utilizando la hoja de cdlculo Excel, se genera una funcidn aleatoria que permita, una vez
generado un numero aleatorio R; ~ U(0, 1), buscar un valor X; correspondiente a la
demanda.

La tabla 2 muestra las 10 primeras simulaciones generadas en la hoja, asi como los
estadisticos principales

Tabla 2 Calculo de las 10 primeras simulaciones de la demanda

Frecuencia
N Demanda
acumulada

H. R. Alvarez A., Ph. D. 26
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1 0.501 48

2 0.148 45 Estadisticos

3 0.750 48 Promedio 48
4 0.007 42 c 4.243
5 0.060 42

6 0.925 54

7 0.796 48

8 0.941 54

9 0.684 48

10 0.890 51

b- En Excel se pueden hacer simulaciones de Montecarlo utilizando el complemento
Generacion de Numeros Aleatorios ubicado en Analisis de Datos.

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Demanda | Frecuencia A:J(rvi\ﬂ:d‘: 3 3 01 T Centidad de nimeros aleatorios:  [100 Cancelar
42 01 0.1 P
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48 05 038 i
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Cancelar 6 Tniciar con:
J Anda 7 Opciones de salida———————————————
8  Rango de salida: ’E
9 & Enuna hosa nueva:
= 0 £ Enun fbro nuevo
1
A B G D E F G H
4 . = i
L Bl Anilisis de datos Hx n a . [oroam & | LA |
48] Funciones para analisis ;z :“1‘ sarupado par: & Columes Can_celarl
o P € Filas Ayuda
s ‘ i & | Ratidos o laprancra
48] Cancelar EE] 42
a0 42] [Opconesdesalida
43 a2 el ! Ayuds 81 45 € Rango de saiida: 5|
1) Suavizacion exponendal 82 i @rremr e |
Prueba F para varianzas de dos muestras 8 43|  En
; A unbro nuevo
48 Andlisis de Fourier 84 45 o -
I Histograma = 28 v Resumen de estadisticas| - .
Media mavi 25 23] I Nivel de confianza para la media:
48] Generacidn de nimeros aleatorios ﬂ 87 45, I” K-ésimo mgyor: .
88 a5 I~ K-simo menar: E
48} 89 £z
43 %0 ag
‘ z .
a B C  a B c D E F G H ]
1 Demanda Clase Frecuencia .
2 I Py Histograma
3 Media 47.94 44 0 12
4 Error tipico 0.27954508 45 7 10
5 Mediana 48 4 10 g 8
51 3 2
6 Moda 48 g g
S X y Mayor... 2 5
7  Desviacién estdndar 2.79545085 £ 4
2 |Varianza de la muestra 7.81454545 2 W Frecuencia
9 Curtosis 0.53698715 i}
L0 Coeficiente de asimetria 0.193108 42 44 45 48 51 v
11 Rango 12 mayor
12 Minimo 42 Clase
13 Maximo 54
14 Suma 4794
L5 Cuenta 100
e
L7

Fig. 4 Salidas correspondientes a la simulacidn Montecarlo utilizando Excel

Es posible correr simulaciones dindmicas con distribuciones discretas utilizando el
comando BUSCAV de Excel. Debido a que la funcién BUSCARYV entra por la primera
columna de la tabla para la busqueda, bajo el supuesto X 2 U, hay que reescribir la
tabla original de datos, donde se parte de 0 no de 0.1y la distribuciéon acumulada se
coloca como primera columna. En la figura 4 se puede ver la funcién BUSCARYV, donde
G1 es el nimero aleatorio correspondiente, D5:D9 la matriz de datos y 2 es la columna

correspondiente a la demanda aleatoria.

Frecuencia
Acumulada

Demanda

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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0.0 42

0.3 45

0.8 48

0.9 51

1 54
G H I

[ 0.85661237) =BUSCARV(G1,D5:E9,2)|

Fig. 4 Uso de la funcién BUSCARV

d- tilizando herramientas especializadas, es posible hacer muchas simulaciones del
problema. Por ejemplo, la salida que se muestra corresponde a 1,500 simulaciones del

caso de la demanda.

Fig 5 Resultado de 1,500 simulaciones utilizando RiskSim

RiskSim - One Output — Summary Mean

Date 8-Mar-11 St. Dev.

Time 4:07 PM Mean St. Error
Workbook Librol Minimum
Worksheet Hojal First Quartile
Output Cell $1S20 Median
Output Label Demanda Third Quartile
Seed 530616 Maximum
Trials 1500 Skewness

H. R. Alvarez A., Ph. D.

47.692

3.082120857

0.079580018

42

45

48

48

54

0.2433
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RiskSim Histogram, 08-Nar-11, 04:07 PM RiskSim Cumulative Chart, 08-Mar-11, 04:07 PM
800 1.0 7
] 0.9 +
700 o0s |
600 % 071
2 500 S 064
5 T
2 400 2 05
& E 041
%0 E 034
200 © 0.2 1
100 0.1
; NN
42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 42 44 46 48 50 52 54
Demanda, Upper Limit of Interval Demanda
e- Las salidas que se muestran a continuacién corresponden a 10,000 simulaciones
hechas con el software SimulAr:
Fig. 6 Resultado de 1,500 simulaciones, utilizando SimulAr
Nro. lteraciones 10000
Minimo 42
Promedio 47.7102
Maximo 54
Mediana 48
Varianza 9.84760072
Desvio Estandar 3.138088705
Rango 12
Curtosis -0.052296064
Coef. de Asimetria 0.188221151
Coef. de Variacion 6.5773958%
Variable de Salida: Demanda Variable de Salida: Demanda
5000 100.00%
4500 90.00%
4000 80.00%
3500 70.00%
3000 60.00%
2500 50.00%
2000 40.00%
1500 30.00%
%0 I | [ fo00
0 0.00%
o o S E S FE TP o o FF P S
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Capitulo 4
Procesos de Poisson y Fendmenos de Espera

4.1 Principios y conceptos basicos

En estadistica y simulacién un Proceso de Poisson (también conocido como "Ley de los
sucesos raros") llamado asi por el matemdtico Siméon Denis Poisson (1781-1840) es un
proceso estocastico de tiempo continuo que consiste en "contar" eventos raros (de ahi el
nombre "ley de los eventos raros") que ocurren a lo largo del tiempo.

Entre las propiedades de los procesos de Poisson estan:

- Lasvariables aleatorias N, tienen distribucién Poisson con pardmetro At
- Si T, denota el tiempo transcurrido desde el (k-1)-ésimo evento hasta el k-ésimo,
entonces T, es una variable aleatoria con distribucidon exponencial y parametro A

En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion de Poisson es una distribucion de
probabilidad discreta que expresa, a partir de una frecuencia de ocurrencia media, la
probabilidad que ocurra un determinado numero de eventos durante cierto periodo de
tiempo.

La funcién de densidad de la distrbuciéon de Poisson es

e Es una distribucidn discreta empleada con mucha frecuencia para describir el patrén
de las llegadas a un sistema de colas

e kesel nimero de ocurrencias del evento o fendomeno (la funcién da la probabilidad de
que el evento suceda precisamente k veces).

e A es un pardmetro positivo que representa el nimero de veces que se espera que
ocurra el fendmeno durante un intervalo dado. Por ejemplo, si el suceso estudiado
tiene lugar en promedio 4 veces por minuto y estamos interesados en la probabilidad
de que ocurra k veces dentro de un intervalo de 10 minutos, se utiliza un modelo de
distribucién de Poisson con A = 10x4 = 40.

e Para tasas medias de llegadas pequefias es asimétrica y se hace mas simétrica y se
aproxima a la binomial para tasas de llegadas altas.

Por otro lado, en estadistica la distribucién exponencial es una distribucién de probabilidad
continua con un paradmetro A > 0 cuya funciéon de densidad es:

Ae—Az para x > 0  Sufuncion de distribucion es:
fix) = 0 de otro modo

0 arax <0
F(z)=P(X <a) = {1 e gmx o
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Supdngase que para cada valor t > 0, que representa el tiempo, el nUmero de sucesos de cierto
fenédmeno aleatorio sigue una distribucidén de Poisson de parametro At. Entonces, los tiempos
discurridos entre dos sucesos sucesivos sigue la distribucién exponencial.

En los procesos de Poisson, se asume que la distribucion exponencial es la distribucion de la
longitud de los intervalos de variable continua que transcurren entre la ocurrencia de dos
sucesos "raros", que se distribuyen segun la distribucién de Poisson.

Se pueden modelar muchos fendmenos como un proceso de Poisson:

- Lacantidad de clientes que entran a una tienda.

- El nimero de coches que pasan por una autopista.

- Lallegada de personas a una fila de espera.

- El ndmero de llamadas que llegan a una central telefénica.
- Particulas emitidas por un material radiactivo.

El caso mas general de un Proceso de Poisson estd representado por las colas. La teoria de
colas generalmente es considerada una rama de la investigacidon de operaciones porque sus
resultados a menudo son aplicables en una amplia variedad de situaciones como negocios,
comercio, industria, ingenierias, transporte y telecomunicaciones. Otros campos de utilizacidn
son la logistica de los procesos industriales de produccion, ingenieria de redes y servicios,
ingenieria de sistemas informaticos, y elaboracién de proyectos sustentables.

Por otro lado, en ciencias de la computacidn, la teoria de colas es el estudio matematico de las
lineas de espera o colas dentro de una red de comunicaciones. Su objetivo principal es el
analisis de varios procesos, tales como la llegada de los datos al final de la cola, la espera en la
cola, entre otros.

En el contexto de la informatica y de las nuevas tecnologias, las situaciones de espera dentro
de una red son mas frecuentes. Asi, por ejemplo, los procesos enviados a un servidor para su
ejecucion forman colas de espera mientras no son atendidos; la informacidn solicitada, a
través de Internet, a un servidor Web puede recibirse con demora debido a la congestién en la
red; también se puede recibir la seial de linea de la que depende nuestro teléfono movil
ocupada si la central esta colapsada en ese momento, etc.

4.2 Comportamiento de las colas

Las colas se forman debido a un desequilibrio temporal entre la demanda del servicio y la
capacidad del sistema para suministrarlo. Las transacciones pueden esperar en cola debido a
que los medios existentes sean inadecuados para satisfacer la demanda del servicio; en este
caso, la cola tiende a ser explosiva, es decir, a ser cada vez mas larga a medida que transcurre
el tiempo. Las transacciones puede que esperen temporalmente, aunque las instalaciones de
servicio sean adecuadas, porque las transacciones llegadas anteriormente estan siendo
atendidas.

Las colas son frecuentes en la vida cotidiana:

- Enunbanco
- Enunrestaurante de comidas rapidas

H. R. Alvarez A., Ph. D. 32
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- Al matricular en la universidad
- Los autos en un lava-autos

Las colas causan ciertas frustraciones debido a que nadie le gusta esperar. Cuando la paciencia
llega a su limite, la gente se va a otro lugar. Sin embargo, un servicio muy rapido tendria un
costo muy elevado. Esto hace necesario encontrar un balance adecuado.

Adicionalmente existen ciertos elementos psicoldgicos en las colas, que hacen que la espera
tenga efectos no previsibles:

- Eltiempo desocupado parece mas largo que el ocupado

- Las esperas previas y posteriores al proceso parecen mas largas que las que se
producen dentro del mismo

- Laansiedad hace que las esperas parezcan mas largas

- Las esperas inciertas son mds largas que las conocidas

- Las esperas no explicadas parecen mas largas que las explicadas

- Las esperas injustas son mas largas que las equitativas

- Cuanto mds valioso sea el servicio, mds espera la gente

- Las esperas en solitario parecen mas largas que acompafiado

- Las esperas incémodas parecen mas largas que las cdmodas

- Las esperas no familiares parecen mds largas que las familiares

Existen ciertos costos asociados con los procesos de colas:

- Costo de espera: Es el costo para el cliente al esperar. Representa el costo de
oportunidad del tiempo perdido. Un sistema con un bajo costo de espera es una
fuente importante de competitividad.

- Costo de servicio: Es el costo de operacién del servicio brindado. Es mas facil de
estimar que los costos de espera porque son costos tangibles ya que implican costo de
personal y la tecnologia del servicio.

El objetivo de los procesos de colas es el de encontrar el costo minimo combinado de ambos
de tal manera que se pueda encontrar el balance éptimo entre el servicio y la espera. La figura
1 presenta el comportamiento de ambos costos. A medida que aumentan los recursos que
permitan atender las diferentes transacciones, el costo de espera disminuye, pero el costo de
los recursos aumenta, donde C* es el costo minimo resultante de combinar ambos costos
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it

Casto del recngsa

Cantidad de reongsao

C*

Fig. 1 Andlisis del costo minimo de una cola

4.3 Teoria de Colas

i,
Wygya 3

Existen muchos sistemas de colas distintos. Algunos modelos son muy especiales, otros se
ajustan a modelos mas generales y otros se pueden tratar a través de la simulacion

La teoria de colas incluye un conjunto de modelos matematicos que describen sistemas de
lineas de espera particulares. El objetivo es encontrar el estado estable del sistema y
determinar una capacidad de servicio apropiada.

Una cola es una linea de “clientes” que esperan por un servicio o recurso proveido por un
servidor. Estos servidores se pueden considerar estaciones individuales donde cada cliente
recibe un servicio especifico. Si cuando el cliente llega no hay nadie en la cola, pasa de una vez
a recibir el servicio, si no, se une a la cola. Es importante sefialar que la cola no incluye a quien

esta recibiendo el servicio.

Las llegadas van a la instalacién del
servicio de acuerdo con la
disciplina de la cola. Dentro de las
disciplinas  consideradas estan
PEPS, UEPS, prioridades, tiempo de
procesamiento, fecha de entrega,
etc., pero pueden haber otras
reglas o colas con prioridades. La
figura 2 muestra el modelo bdasico
de las colas, con sus diferentes
elementos

Configuracion

H. R. Alvarez A., Ph. D.

Llegadas
—=Jacasy,

Sistema de colas

D Instalacion
Cola DISCIE|InaI del
de la cola .
servicio

Fig. 2 Configuracién de una cola

Modelo
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Sistema de colas

. Llegadas | 'Salid
Una cola, un servidor M} Cola | Servidor —
_________ Sistemadecolas _______
Cola P Servidor -.—pf Salidas
Varias colas, multiples Llegadas ! sali

¢ . alidas

servidores Cola = Servidor >
Salidas

Cola ¥ Servidor
,,,,,,,, Sistema de colas
! Salidas

Servidor >

Una cola, multiples servidores Llegadas. Cola | Servidor Salidas>
Salidas

Servidor >

Llegadas |

Una cola, servidores
secuenciales

Salidas

Fig. 3 Configuraciones de cola

Existen diferentes configuraciones de colas, las que tienen que ver con el nimero de colas, su
ubicacién, sus requerimientos espaciales y el comportamiento del cliente. La figura3 muestra
estas configuraciones, que pueden ser de una cola un servidor, varias colas varios servidores,
varios servidores una cola y secuencia de servidores.

El tiempo que transcurre entre dos llegadas sucesivas en el sistema de colas se llama tiempo
entre llegadas. El nimero esperado de llegadas por unidad de tiempo se llama tasa media de
llegadas ()). Este tiempo entre llegadas tiende a ser muy variable, dependiendo del tipo de
distribucidon que rige este proceso. Generalmente se supone una distribucion de Poisson. Por
otro lado, el tiempo esperado entre llegadas es 1/\. Por ejemplo, si la tasa media de llegadas es
A = 20 clientes por hora. Entonces el tiempo esperado entre llegadas es 1/A = 1/20 = 0.05 horas
0 3 minutos

El nimero de clientes en la cola es el nimero de clientes que esperan el servicio. El nimero de
clientes en el sistema es el nUmero de clientes que esperan en la cola mas el nimero de
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clientes que actualmente reciben el servicio. La capacidad de la cola es el nUmero maximo de
clientes que pueden estar en la cola. Generalmente se supone que la cola es infinita. Aunque
también la cola puede ser finita.

El servicio puede ser brindado por un servidor o por servidores multiples. El tiempo de servicio
varia de cliente a cliente. El tiempo esperado de servicio depende de la tasa media de servicio
(p). El tiempo esperado de servicio equivale a 1/p. Por ejemplo, si la tasa media de servicio es
de 25 clientes por hora. Entonces el tiempo esperado de servicio es 1/u = 1/25 = 0.04 horas, o
2.4 minutos.

Para sistemas de colas estables, es importante que se cumpla el hecho de que A/cu < 1, donde
c es el numero de servidores. lgualmente, se debe cumplir la Ley de Little que dice que la
longitud de una cola es proporcional al tiempo de espera y la tasa de llegada de transacciones.

Colz finitz

Colz infinitz

Tizmpo da sarvicio

nencizl

Sarvidor dnico Tarvidorss miltiplad Barvido Bnico Autosarvicio Bervido Gnico Mikltplss sarvidosss
ML MMz MG MG AL MMz

Fig. 4. Taxonomia de las colas

De manera general, se pueden definir las colas de acuerdo a la taxonomia que se presenta en la
figura 4. Aunque dicha taxonomia no es Unica, pero en base a esta se pueden ver las diferentes
caracteristicas de ellas. A fin de poder analizar los diferentes modelos de colas presentados en
la figura 4, existe cierta nomenclatura con la cual el lector debe estar familiarizado. Antes que
nada, se ha definido una nomenclatura que permite distinguir el tipo de configuraciéon. Esta
nomenclatura conocida como la notacién de Kendall, tal que A/B/c, donde:

- A: Naturaleza de las llegadas — M, D
- B: Naturaleza de los procesos — M, D, G, E,
- c¢: Nimero de servidores

e M: distribucién exponencial

e D:distribucion degenerada

e G:distribucion general

*  E. distribucién Erlang

Por otro lado, hay otros términos los cuales deben considerarse. La figura 5 muestra esta
terminologia con sus simbolos correspondientes.
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. ) » £NOLG,
Introduccion a la Simulacién ;a-"e-,,.,

Y . Tasapromedio de arribos
-u . Tasapromedio deservicio o capacidad del servidor
P Factor de intensidad o utilizad én deun servidor i__ O=p=1
L
-U . _ . i .. G .l
Intensidad de trafico del 515tema;._ también llamado factor de utilizacion
mide el porcentaje de tiempo que el sistema, con s servidores estd ocupado.
-N © Nimero maximo de dientes o transacciones permitidas en el sistema
- P : Probahilidad de que no exista ninguna transaccion en el sistema
-P. : Prohahilidad de que el siguiente arribo tenga que esperar
- P, . Probahilidad de que existan exactamente n transacciones en el sistema
-L; : Nimero promedio de clientes esperando en la cola
-L . Numero promedio de transacciones en el sistema
-Ly : Numero promedio de transacciones en la cola para un sistema ocupado
-W . Tiempo promedio total en el sistema
-W,  Tiempo promedio de espera en lacola
-Wy o Tiempo de espera promedio en cola para un sistema ocupado

Fig. 5 Terminologia de las colas
Bajo las consideraciones anteriores, figura 6 presenta los modelos de colas mas comunes.
Finalmente, a fin de analizar las colas, algunos supuestos son necesarios:

- Los sistemas estan en estado estable.

- Lainformacién es conocida.

- Los sistemas son estaticos.

- Enel estado estable, la Ley de Little se cumple: L= AW

- Enel caso de un servidor, debe cumplirse que 0 < A/u<1
- Paracservidores, debe cumplirse que 0 < A/cu<1

Modelo M/M/1 ., ) 1
- Eltamafio de la cola es Py =1-2/p W, = '_I
infinitamente grande ) ) o

- Todos los arribos puedan P(uzk) = (/)" L=W
ser admitidos al sistema'y P, =P,(x/p)" L, =W,
esperar a ser atendidos 1

W=—
n—A
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Modelo M/M/1 con capacidad

finita

- Eltamafo de la cola es
finito y conocido

- Todos los arribos no
puedan ser admitidos al
sistema y se descartan

Modelo M/G/1

- Eltamano de lacolaes
infinito

- Servidor no esta
exponencialmente
distribuido

Modelo M/G/eo

- Modelo de un sistema de
autoservicio

- Servidor no esta
exponencialmente
distribuido

A continuacidn se presentan algunos ejemplos tipicos en el analisis de colas estaticas:

4.4 Ejemplos

Ejemplo 1

1- . ( N Al
- ’_f_l para A = U ]i_%
P,= P L=41-P —-p
1 ara A = N
N+l paraA=£ 2
Pn=0)=1-F L,=L-(1-F)
Pn<N)=Rp" L=t
= 0 b 1B,
L .
’=ﬂ g +i \.\-{: r_ “'th g
A0-Py) 4 P -5
f+ie
PD:]'_p q :7[3
2(1-p)
P =p L=L,+p
L L
W=—2 w=W +1 W ==
T Y S

Donde o’ es la varianza del tiempo de servicio
e—ﬂ
_ mn
P, = L, paranz=0

L=p
1

W=—

7]

Fig. 6 Modelos tipicos de Colas

para A = U

para A = i

Un centro de servicio al cliente tiene solamente un técnico que atiende llamadas. Las llamadas
llegan de manera aleatoria con una media de de cinco llamadas por hora y siguen una
distribucidon de Poisson. El técnico puede atender y servir las solicitudes a una tasa de siete
llamadas por hora, distribuidas de manera exponencial.
Existen quejas de que los clientes son puestos en espera antes que atiendan las llamadas por lo
que se quiere conocer tanto el comportamiento del sistema, como la cantidad éptima de
técnicos necesarios a fin de disminuir las quejas de los clientes.

A fin de poder analizar el modelo, es necesario definir el mismo como un modelo M/M/1 con

los siguientes parametros:

Parametro Valor

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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La figura 7 muestra el andlisis de este sistema de colas utilizando el software WinQSB

Servidores 1
u 7 por hora
A 5 por hora

(CNOLG
< Oy,
7

2,

De acuerdo a este andlisis, el sistema esta utilizado un 71.4% del tiempo, con 2.5 clientes en el

sistema, y un nimero promedio de 1.8 clientes esperando 0.36 horas (21 minutos).

A fin de ampliar el andlisis se proporciona la siguiente informacion::

- Costo de un técnico B/.3.50/hora
- Costo estimado de espera de un cliente B/.4.00/hora

- Costo de cliente

perdido B/.7.00/por hora

La figura 8 muestra los resultados del anadlisis correspondiente, donde se puede concluir que
que la cantidad dptima de servidores es de 2, lo que genera un costo minimo de B/. 9.32 por

hora.

]|
Problem Title ,Eiemplola—| Data Description ENTRY
of servers 1
Time Unit powr ] Service rate [per server per hourl 7
C arrival rate [per hour) 5
Entry Format Queue il I weaiting space) L
Customer population M
) Busy server cost per hour
® Simple M/M System Idle server cost per hour
o _ Customer wailing cost per hour
Gene:allUueungls vion) Customer being served cost per hour
Cost of customer being balked
Unit queue capacily cost
oo | ‘ Cancel ‘ | Heln |
03-21-2008 Performance Measure Result
1 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda) per hour = 5 0000
3 Service rate per server [mu)] per hour = AL
4 Overall system effective armnval rate per hour = 5.0000
5 Owerall system effective service rate per hour = 5 0000
6 Owerall spstem utilization = F1.4286 %
ri Average number of customers in the system [L] = 2.5000
a8 Average number of customers in the queue [Lg) = 1.7857
a Awverage number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 2.5000
10 A ge time dz in the sypstem (W] = 0.5000 hours
11 A ge time ds in the queue [Wq) = 0.3571 hours
12 A ge time ds in the queue for a busy spstem [Wh] = 0.5000 hours
13 The probability that all servers are idle [Po) = 28.5714 %
14 The probability an ammiving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 71.4286 %
15 Average number of customers being balked per hour = o
16 Total cost of busy server per hour = $0
17 Total cost of idle server per hour = 30
18 Total cost of customer waiting per hour = 30
19 Total cost of customer being served per hour = $0
20 Total cost of customer being balked per hour = 30
21 Total queue space cost per hour = 30
22 Total system cost per hour = $0
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Figura 7 Analisis del ejemplo 1 utilizando WinQSB
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Fig. 8 Anadlisis de sensibilidad del ejemplo 1

Ejemplo 2

La Divisidn Industrial de la ACP tiene 10 maquinas idénticas que utiliza en sus talleres. Las
maquinas se dafian con un MTBF de 1 dafio cada 100 horas. La ACP a estimado un costo de
B/.100 por cada hora que una maquina no trabaja.

La divisién tiene un mecdanico asignado para reparar las maquinas cada vez que se daian,
siendo el MTBR de 8 horas cada vez. Si al técnico se le pagan B/.20 por hora, analizar la

factibilidad del sistema.

Para este ejemplo, se conoce el MTBF (1/A) que es el tiempo medio entre fallas y el MTBR (1/p)
o tiempo medio entre reparaciones.

Los parametros del modelo se pueden resumir como un M/M/1 con poblacién finita de 10
maquinas:
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Parametro Valor
MTBF 100 horas
A 0.01 por hora
MTBR 8 horas
u 0.125 horas
Servidores 1
Maquinas 10

(oL,
WL,
s

La figura 9 en la siguiente pdgina presenta los resultados del analisis utilizando el software
WinQSB. De acuerdo a dicho andlisis el mecdanico estd siendo utilizado un 68% de las veces, hay
aproximadamente una maquina siempre esperando a ser reparada y espera alrededor de 10
horas para su reparacidn. La politica actual tiene un costo aproximado de B/.172 la hora. De
acuerdo al analisis de sensibilidad, se recomiendan 2 mecanicos, lo que hara que las maquinas
esperen cerca de 50 minutos y la politica de mantenimiento tenga un costo de

aproximadamente B/.121 la hora.
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Data Description ENTRY
Humber of servers
Service rate [per server per hour) 0.12%
Customer arrival rate (per hour) 0.01 g8 GainE el =t izl
Queue capacity [maximum waiting space) M From Fonnula
Customer population 10 Customer arival rate (lambda) per hour = 0.0100
Busy server cost per hour 20 Service rate per server (mu) per hour = 0.1250
Idle server cost per hour 20 Owverall sypstem effective amival rate per hour = 0.0848|
Customer waiting cost per hour 100 _ Overall system effective service rate per hour = 0.0848
Customer being served cost per hour 100 | Overall system utilization = 67.8048 %
Cost of customer being balked Average number of customers in the spstem [L] = 1.5244
Unit queue capacity cost Average number of customers in the queue [Lq) = 0.8463
Average number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 1.2482
1 Average time customer spends in the system [W) = 17.9896 hours
1 Average time customer spends in the queue [Wq] = 9.9856 hours|
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh) = 14.7270 hours
13 The probability that all servers are idle [Po) = 32.1951 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 67.8049 X%
15 Average number of customers being balked per hour = 0
16 Total cost of busy server per hour = $13.5610
17 Total cost of idle server per hour = $6.4390
18 Total cost of customer waiting per hour = $84.6344
19 Total cost of customer being served per hour = $67.5049
20 Total cost of customer being balked per hour = $0|
21 Total queue space cost per hour = $0
22 Total system cost per hour = $172.4393|
Sensitivity Anahgis of Number of seners for Eamplo 2
221/2008 Efectve System La b ik g We = P Auerage sy e aiting Served Baked Queus TOTAL
Value Arriys iz Babed Server Cost Server Cost Customer Co Customer Co Cusomer T Capec 1
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3 To3ET T 2434 Q0755 00735 2A0IF D4R QOMT 1] 148035 45 1071 Salndeihe 4 T 0 1347585
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Capitulo 5
Simulacion de Eventos Discretos

5.1 Principios y conceptos basicos

Shapiro (2001) afirma que la simulacién es el método mds comun de construir modelos que
incluyan comportamientos aleatorios de un gran nimero y variedad de componentes de tal
manera que se pueda evaluar el comportamiento de la dindmica temporal del sistema. A
diferencia de los modelos analiticos, los modelos de simulacién requieren un disefio
experimental apropiado ya que son estimados estadisticos de los comportamientos aleatorios
de los diferentes componentes de un sistema a través del tiempo asi como los resultados de la
operacion del mismo.

Los modelos de simulacién incluyen diferentes tipos de entidades, tales como recursos,
atributos, transacciones y colas. Un recurso es un componente del sistema que desarrolla
presente, como por ejemplo, activo, o asisten en una actividad. Los atributos de un recurso
definen su estado pasado o inactivo, dafiado, etc. Una transaccidn representa una parte,
informacidon o unidad sobre la cual se efectua alguna actividad utilizando un recurso. Los
atributos de una transaccion, son valores que distinguen estas de otras transacciones, como
por ejemplo nimero de parte, cédigo, nombre, color, fecha de terminacidn, etc. Una cola es
un lugar donde las transacciones esperan por un recurso. El nimero de transacciones en
espera es una medida tipica de un atributo de cola. Finalmente, el modelo de simulacién, por
si mismo, es una transaccién cuyo atributo es el tiempo de simulacién.

El estado del modelo de simulacién esta definido por las condiciones dadas del modelo en un
instante dado. El estado se modifica cada vez que un evento ocurre en un instante de tiempo
particular. Asi, el cambio de estado del modelo ocurre en puntos discreto de tiempo. La
simulacidn por eventos discretos es una técnica que permite el modelado de sistemas a través
del tiempo.

La simulacidn de eventos discretos se caracteriza por un control en la variable del tiempo que
permite avanzar a éste a intervalos variables, en funcién de la planificacion de ocurrencia de
tales eventos a un tiempo futuro. El estado del sistema solo cambia mediante la ejecucién de
eventos, avanzando el tiempo de simulacidon a medida que se van ejecutando y eliminando los
eventos pendientes para el valor de tiempo actual. La ejecucién de un evento puede
desencadenar la generacion de nuevos eventos futuros. Cada uno estd marcado por su tiempo,
por lo que el orden de generacion puede no coincidir con el orden de ejecucion. Finalmente,
las variables que definen el sistema no cambien su comportamiento durante el intervalo
simulado.

Asi, un evento se caracteriza por el instante de tiempo en que éste ocurre y las entidades que
son procesadas. Los eventos futuros estan programados a ocurrir por los eventos anteriores.
Los tiempos entre eventos pueden ser constantes, variables de entrada del modelo o pueden
ocurrir en intervalos aleatorios definidos por una funcién de probabilidad dada.

El conjunto de eventos programados, ordenados por tiempo de ocurrencia, forman la lista de
eventos. Las métricas de funcionamiento del sistema son de dos tipos:
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- Agquellas que definen un valor en cada intervalo de tiempo y son medidas persistentes
en el tiempo. Ejemplos de estas medidas son tamafio de una cola o el estado de un
recurso.

- Aquellas que solamente se pueden medir al ocurrir un evento. Se conocen como
observaciones. Algunos ejemplos son el tiempo entre eventos, tiempo de servicio, etc.

5.2 El modelo de simulacidn

La representaciéon del modelo de simulacidn se da especificando los eventos que cambian el
estado de los sistemas a modelar. Cada cambio de estado es modelado por un evento
instantaneo. Puede haber uno o mas cambios de estado por evento. Los eventos pueden
generar otros eventos, incluyéndose a si mismo, a ocurrir en el futuro. El ordenamiento de
dichos eventos puede ser funcion del estado del sistema o en condiciones futuras del mismo.

Ademas de la representacién de las variables de estado del sistema y de la ldgica de
funcionamiento del modelo, la simulacién de eventos discretos incluye:

- ElReloj: la simulacidn debe controlar el tiempo de simulacidn a fin de poder generar la
siguiente transacciéon. Contrario a la simulaciéon en tiempo real, la simulacion de
eventos discretos supone que el tiempo salta porque los eventos son instantaneos. El
reloj avanza hacia el inicio del siguiente evento mientras la simulacién se desarrolla.

- Lista de eventos: la simulacidon mantiene al menos una lista de eventos, conocidas a
menudo con el conjunto de eventos pendientes porque lista los eventos pendientes de
ocurrir como resultado de los eventos previamente simulados. Un evento se describe
por el tipo de evento y el tiempo en el que ocurre. El tipo de evento es descrito por
una serie de parametros que lo describen de manera individual.

- El conjunto de eventos pendientes se organizan de acuerdo a una cola de prioridades,
ordenadas por el tiempo de ocurrencia. En otras palabras, no importa el orden en que
los eventos se van incluyendo en la lista de eventos, ellos se simulan en estricto orden
cronoldgico.

- Generador de nimeros aleatorios: La simulacidn necesita generar variables aleatorias
de diferente tipo, dependiendo del modelo. Esto se logra por uno o mas generadores
de nimeros pseudo aleatorios. Estos presentan la ventaja que se pueden repetir si se
necesita verificar el comportamiento exacto del modelo bajo las mismas condiciones.

- Una de los problemas con las distribuciones aleatorias es que las mismas tal vez no se
conozcan antes de generar la simulacion. Esto se resuelve generando datos lo mas
parecidos a los reales y probando los mismos hasta que se pueda validar dicha
distribucién.

- Estadisticas: El conjunto de estadisticas del sistema, las que cuantifican los aspectos de
interés de la simulacion.

- Condiciones de parada: En teoria la simulacidn de eventos discretos pueden correr por
tiempo indefinido. Asi, el disefiador del modelo debe decidir cuando la simulacién
termine. Esta decision puede estar dada en funcién del tiempo, numero de
transacciones o el alcance de algin parametro.
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Una manera de identificar eventos e identificar sus relaciones entre ellos es a través de los
graficos de eventos (Schruben en Askin y Standridge, 1993). En estos graficos, los nodos
representan los eventos y los arcos representan las relaciones entre ellos, asi como la
secuencia de ocurrencia. Los pardmetros de los arcos son el intervalo de tiempo y las
condiciones de ocurrencia. La tabla 1 muestra los diferentes eventos que generan un cambio
de estado en una simulacién de un modelo de un servidor y la figura 1 muestra el caso general

de estos graficos.

Tabla 1. Cambios de estado en el modelo de un servidor

Cambio de estado Evento
Numero de transacciones en la cola aumenta La transaccién i llega
El nimero de transacciones en la cola El evento inicia
disminuye
El recurso se ocupa El evento inicia
El recurso se desocupa El evento termina

Si la cola no esta vacia

empo entre ITagadas

Termina
eventojen
transaccion
i

Inicia

eventojen
transaccion
i

Transaccién
ilega

Si la cola no esta vacia

Si la cola no esta vacia

Fig. 1 Grafico de eventos para un modelo de un servidor (Askin y Standridge,
1993)

Una actividad importante dentro de la simulacidon de eventos discretos es la evaluacion del
proceso computacional de evaluar el comportamiento representado por el modelo. Iniciando
en tiempo t, el reloj de simulaciéon se avanza cronolégicamente al siguiente evento. Cada
evento tiene su propia ldgica para el cambio de estado. La evaluacién consiste en hacer la
trazabilidad de los diferentes procesos ejecutados en la simulacion, asi como la evaluacién de
las estadisticas y estados del sistema en cada cambio de estado.

Otra manera de analizar el modelo de simulacién as a través de los modelos de procesos.
Mientras que los modelos de eventos se desarrollan con la definicién de los cambios de estado
en el sistema en hitos de tiempo especificos, los modelos de proceso analizan la secuencia de
de pasos que necesita una transaccion para ser procesada. Un proceso puede contener ciertas
condiciones ldgicas que condicionen las actividades que ejecutadas por cada centro de
recursos, dependiendo de los atributos de cada transaccion y el estado del sistema. Un
proceso implica una secuencia ordenada de eventos. Asi, el enfoque de eventos es la base para
el anadlisis de los procesos. Por ejemplo, la secuencia de eventos para proporcionar cierto

servicio se puede resumir como sigue:

- Latransaccidn llega
- Latransaccidon entra ala cola
- Latransaccion deja la cola y entra al punto de servicio
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i,
Wygya 3

- Latransaccién completa el servicio después de un tiempo dado

En el caso de procesos, puede que el servidor esté libre, ocupado, bloqueado o caido. En este
caso, se necesitaran condicionantes logicos que indiquen el estado del sistema y definan el
proceso: espera, procesar, devolver, etc., los cuales no son parte de la secuencia de eventos
pero si son acciones de los procesos.

Llegada de Orden.es
una orden expedida
'
No hay drdenes
en la cola
Quitar una
Trabajadores en orden de la
espera de drdenes cola
Se inicia el La orden se I
proceso de esperaen la Seiniciael
la orden cola proceso de
|a orden

Fig. 2 Eventos y procesos de llegadas y servicios de transacciones (Barceld, 1996)
5.3 Sistemas de Simulacién

Diferentes autores (en Askin y Standridge, 1993) definen un sistema de simulacion como un
sistema que integra lenguajes de simulacion con variada seleccién de sistemas informaticos de
apoyo como modeladores graficos, software de analisis estadistico, rutinas de animacidén y
generadores de reportes. Por su parte los lenguajes de simulacién son lenguajes de propdsito
especial que incluyen la posibilidad de construir bloques de simulacidon y de integrar éstos
entre si. Existe una gran variedad de lenguajes y sistemas integrados de simulacidén: FLEXSIM,
ARENA, ANYLOGIC, GPSS, etc., los cuales han sido desarrollado por diferentes casas
comercializadoras de estas herramientas, pero todas con la misma finalidad, la de construir de
manera eficiente modelos de simulacion.

Al momento de elegir el

{Tiene la herramienta las

sistema que convenga al funciones requeridas o
necesarias?

analista, deben tomarse en

. | Funcionalidad
cuenta ciertos elementos, 4Es facil trasladar

como se muestran en la figura el programa
desarrollado?
3.

4Es la herramienta
robusta?

. Fiabilidad

Facilidad
Fig. 3 Criterio para evaluar las ;Es facil modificar,
. . -z O mejorar al programa
herramientas de simulacién desarrollado?
(Barceld, 1996)

iCudl es el esfuerzo
necesario para empezar
la herramienta?

$Es la herramienta
eficiente?
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La flexibilidad de las técnicas y herramientas de simulacidon permiten generar métricas de las
respuestas del sistema, existen algunas tipicas de los sistemas de produccién o sistemas
homdlogos:

- Rendimiento o tasa de transferencia (“troughput”): el nimero de transacciones que
completan el servicio en un tiempo dado.

- Tiempo de produccion (“makespan”): intervalo de tiempo para servir un nimero dado
de transacciones.

- Calidad: porcentaje de eventos que cumplen con los pardametros de calidad definidos.

- Tiempo en el sistema: tiempo total que un evento permanece en el sistema (o
subsistema).

- Inventario de Trabajo en Proceso: el nimero de eventos parcialmente servidos en un
tiempo dado.

- Congestidn: la razon del tiempo de espera al tiempo de proceso.

- Utilizacién: el numero de recursos utilizados, el porcentaje de tiempo que el recurso
estd ocupado. En el caso de colas estaticas, el factor de utilizacién se determina por la
expresion A/cy, donde c es el nimero de servidores. La utilizacion deberd ser menor
del 100%, de lo contrario el sistema “explota” y hay que simular la misma.

- Flexibilidad: el nimero de recursos libres en el tiempo.

Dada la estructura de la simulacién de eventos discretos es posible obtener todo tipo de
estadisticas e indicadores relevantes a la operacion modelada, inclusive se puede obtener
informacidn que muchas veces en los sistemas reales seria inimaginable tener, como por
ejemplo: diagramas de Gantt de las piezas en proceso, utilizaciéon de los recursos humanos,
diagrama de Gantt de los recursos utilizados, tiempos de ciclo de piezas en proceso).

Un aspecto a considerar en el analisis estadistico de los datos generados por la simulaciéon es la
correlacién entre ellos. Por ejemplo, una transaccidn espera en la cola mientras se libera el
siguiente recurso. La primera transaccion llegd al recurso a tiempo t, mientras la segunda llegd
a t; > to. El tiempo esperado por la segunda transaccién wy es: wg + 5o — (t; - to), donde wg y sq
son el tiempo de espera y de servicio de la transaccion anterior. En otras palabras, el tiempo
de espera w; esta correlacionado con el tiempo wy. Esto viola el hecho de la independencia de
las transacciones, supuesto basico en las distribuciones estadisticas.

Otro elemento a considerar es la posibilidad de replicar un evento. En el mundo real, los
eventos ocurren solamente una vez. En la simulacién es posible replicar o repetir un evento o
corrida de simulacién tantas veces sea necesario. Ahora bien, debido al comportamiento
estocastico del muestreo aleatorio de las diferentes distribuciones que definen las diferentes
acciones (Simulacién Montecarlo), las replicas no seran iguales y podran traer nueva
informacidn sobre la simulacidon. Es por esto que se recomienda replicar varias veces cada
experimento a fin de eliminar situaciones extremas poco probables y ver comportamientos
promedios, independientes entre si y en el estado estable del modelo.
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5.4 Determinando la funcién de probabilidades.

Como se mencioné anteriormente, los eventos que se generan en la simulacion son funcién de
las caracteristicas estocasticas de las funciones de las cuales se hacen los muestreos aleatorios.
Es por lo anterior que se hace necesario el poder determinar, en un momento dado, la funcién
de probabilidad que rige un evento dado.

Para tal efecto, hay que aplicar pruebas estadisticas que permitan determinar que tan
aproximada es la distribucién de los datos reales que se van a utilizar como pardmetros de la
simulacidn. Una de estas pruebas es la prueba de bondad de ajuste Xz.

La Prueba de Bondad de Ajuste consiste en determinar si los datos de cierta muestra
corresponden a cierta distribucion poblacional. Se estd interesado en determinar si los datos
disponibles de una muestra aleatoria simple de tamafio n corresponden a cierta distribucion
tedrica.

El primer paso a realizar consiste en descomponer el recorrido de la distribucién tedrica en un
numero finito de subconjuntos: Al, A2,v.., Ak. Después, clasificar las observaciones
muestrales, segun el subconjunto a que pertenezcan. Y, por ultimo, comparar las frecuencias
observadas de cada Ai con las probabilidades que les corresponderian con la distribucidon
tedrica a contrastar.

En este caso es necesario que los valores de la variable en la muestra y sobre la cual se desea
realizar la inferencia estén divididas en clases de ocurrencia, o equivalentemente, sea cual sea
la variable de estudio, habra que categorizar los datos asignado sus valores a diferentes clases
0 grupos.

Supdngase que se tiene un numero k de clases en las cuales se han ido registrado un total de n
observaciones (n serad pues el tamafio muestral). Se denotaran las frecuencias observadas en
cada clase por O,, 0,, ..., O, (O; es el nimero de valores en la clase A; tal que:

0;+0,+...+0Oc=n

Se quieren comparar las frecuencias observadas con las frecuencias esperadas (tedricas), las
que se denotardn como E4, E,, ..., Ei . tal que:

E1+E2+...+Ek=n

Se tratara ahora de decidir si las frecuencias observadas estdn o no en concordancia con las
frecuencias esperadas (es decir, si el numero de resultados observados en cada clase
corresponde aproximadamente al nUmero esperado). Para comprobarlo, se hara uso de un
contraste de hipdtesis usando la distribucidon Chi-cuadrado:

El estadistico de contraste sera:
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Este valor serd la suma de k nimeros no negativos. EIl numerador de cada término es la
diferencia entre la frecuencia observada y la frecuencia esperada. Por tanto, cuanto mas cerca
estén entre si ambos valores mas pequefio serd el numerador, y viceversa. El denominador
permite relativizar el tamafio del numerador.

Las ideas anteriores sugieren que, cuanto menor sean el valor del estadistico x°, mas
coherentes seran las observaciones obtenidas con los valores esperados. Por el contrario,
valores grandes de este estadistico indicaran falta de concordancia entre las observaciones y lo
esperado. En este tipo de contraste se suele rechazar la hipdtesis nula (los valores observados
son coherentes con los esperados) cuando el estadistico es mayor que un determinado valor
critico.

Un experimento multinomial es la generalizacidn de un experimento binomial y tiene las
siguientes caracteristicas:

- Consiste en n pruebas idénticas e independientes.

- Para cada prueba, hay un nimero k de resultados posibles.

- Cada uno de los k posibles resultados tiene una probabilidad de ocurrencia p; asociada
(p1 + p2 + ... + px = 1), la cual permanece constante durante el desarrollo del
experimento.

- El experimento dara lugar a un conjunto de frecuencias observadas (04, O,, ..., Oy) para
cada resultado. Obviamente, O; + O, + ... + O, = n.

En ocasiones se estara interesados en comparar los resultados obtenidos al realizar un
experimento multinomial con los resultados esperados (tedricos). Ello permitird saber si el
modelo tedrico se ajusta bien o no a las observaciones. Para ello re recurrira a la distribuciéon
Chi-cuadrado, la cual permitird realizar un contraste sobre la bondad del ajuste. Se podra
calcular cada frecuencia esperada (tedrica) multiplicando el nimero total de pruebas n por la
probabilidad de ocurrencia asociada, es decir: E;=n*p,i=1, ..., k

Se utilizara el estadistico xz, mostrado anteriormente, con k - 1 grados de libertad.

5.5 Puntos a tener en cuenta en el desarrollo de un proyecto de simulacion de eventos
discretos

En el desarrollo de un proyecto de simulacion es importante tener una metodologia de
desarrollo y entendimiento del proyecto, a continuacidon evidencio de forma resumida la
metodologia que le recomiendo seguir para este tipo de proyectos.

- Definiciéon de objetivos, alcance y de medidas de desempefio a evaluar: Antes de
iniciar la construccién del modelo se debe definir cudl es el objetivo y alcance ultimo
del proyecto que deberia ser de la forma: écudl es el disefio mas adecuado de
bodega?, icudl es la mejor configuracion de la linea?, ¢cual es el impacto de realizar
los cambios que propone la junta o comité? Una vez definido el objetivo se debe
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determinar qué indicadores son los adecuados para cuantificar los efectos de mejoras
potenciales, estos podrian ser: nivel de servicio, tiempo de ciclo promedio, entidades
en proceso maximas y “throughput” entre otros.

Definicion del nivel de detalle adecuado: Una vez definido el objetivo e indicadores a evaluar,
se procede a establecer el nivel de detalle que se debe trabajar, esto depende principalmente
de que los indicadores que se hayan definido sean relevantes para la operacion. Segun estos
las entidades podrian ser definidas como, camiones, pallets, cajas, unidades sueltas, unidades
sueltas de fresa, etc. Este paso es de los mas criticos y determinantes de éxito dentro del
proyecto, pues por ejemplo si se quisiera evaluar el nimero de montacargas y de muelles en
una bodega de productos de consumo masivo y se definiéd que el indicador base del proyecto
es el numero de estibas despachadas en un turno, careceria de sentido simular al nivel de
detalle de las unidades sueltas por referencia, sabor y color.

- Construccion del modelo base: El objetivo en este punto es construir un modelo
pivote robusto y valido sobre el cual se haran los cambios en los escenarios. En la
construccion del modelo base existen cuatro etapas asociadas:

- Construccion: Consiste en desarrollar la légica del modelo de forma que represente el
sistema real.

- Calibracién: en esta etapa se incluyen los valores de variables de entrada al modelo,
tales como, tiempos de proceso, demanda, fallos de maquinas, etc.

- Verificacidn: en esta fase se compara las salidas del modelo con las salidas esperadas,
por ejemplo en “throughput”, inventarios, etc. Para esta etapa es recomendable
someter el modelo a situaciones extremas para verificar que la ldgica o
comportamiento sean los esperados.

- Validacion: aqui se comparan las salidas del modelo con resultados histdricos del
sistema real, se recomienda hacer uso de estadisticas como intervalos de confianza y
pruebas de hipdtesis.

5.6 Verificacion y validacion de la simulacion

Cuando se construye un modelo de un sistema real, se atraviesan una serie de etapas o niveles
de modelizacion. Se comienza estudiando el sistema real y a continuacidn se construye un
modelo conceptual que contiene todos los elementos que se consideran relevantes del

sistema. Desde este se pasa a un modelo ldgico que contiene las relaciones légicas entre los
elementos. Por ultimo se construye el modelo de simulacidon que ejecuta la légica recogida en

la fase anterior.

Dado que el modelo es una abstraccion del sistema real hay que determinar si existe una
correspondencia entre el sistema real y el modelo. Un modelo es desarrollado siempre para un
conjunto particular de propdsitos. Un modelo de un determinado sistema puede ser valido
para un propésito y no ser valido para otro. A fin de lograr este importante objetivo hay que
recurrir a la verificacion y validacion del modelo.
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La verificacion se refiere a la construccidén correcta de un modelo. Se puede definir como el
proceso de determinar si la ldgica operacional del modelo se corresponde con la légica del
disefo. En términos mas simples, consiste en determinar si hay errores en el programa.

La validacién, por otro lado, se refiere a la construccion de un modelo correcto. La validacion
es el proceso de determinar si el modelo, como abstraccidn, es una buena representacion del
sistema. Usualmente la validacién se consigue a través de la calibracién del modelo, en un
proceso iterativo de comparacion del comportamiento del modelo con el del sistema y usar las
diferencias entre ambos para mejorar el modelo. Este proceso se repite hasta que el modelo
se considera aceptable.

Cuando se valida un modelo se establece que el modelo es una representacion creible del
sistema real, cuando se verifica un modelo se determina si la légica del modelo ha sido
correctamente implementada. Dado que los objetivos de la verificacion y de la validacion son
diferentes también lo son las técnicas para realizarlos.

Se han de establecer una serie de criterios que sirvan para decidir si el modelo supera o no los
procesos de verificacién y validacién. Se ha de tener presente que en un modelo se pueden
excluir aspectos del sistema real que se cree que no son importantes para responder a las
preguntas o hipdtesis planteadas sobre el sistema y que el modelo debe responder, de forma
que en fases tempranas se ha de fijar también cuales son dichas preguntas.

La figura 4 muestra los diferentes aspectos considerados dentro de los procesos de verificacion
y validacién dentro de las diferentes etapas del modelado. Asi, se puede observar que en la
etapa del modelado conceptual es importante poder definir los diferentes elementos que
deban ser incluidos en el modelo.

Nivel de Modelizacion Verificacion Validacion
Modelo Conceptual ;Contiene el modelo todos los
elementos, sucesos, y relaciones
relevantes?
(Podra el modelo responder a
las cuestiones planteadas?
Modelo Légico (Estan los eventos representados  (Incluye el modelo todos los
correctamente? elementos considerados en el
;Son las formulas matematicas y = modelo conceptual?
las relaciones correctas? (Contiene todas las relaciones
(Estan las medidas estadisticas del modelo conceptual?
formuladas correctamente?
Modelo de ordenador/Modelo  ;Contiene el codigo todos los (Es el modelo una
de Simulacién aspectos del modelo logico? representacion valida del
(Estan las estadisticas y las sistema real?
férmulas calculadas (Puede el modelo duplicar el
correctamente? comportamiento del sistema
;Contiene el modelo errores de real?
codificacion? (Es creible el modelo para los
expertos del sistema?

Fig. 4 Verificacién y Validacion
http://wwwdi.ujaen.es/asignaturas/computacionestadistica/pdfs/tema6.pdf

H. R. Alvarez A., Ph. D. 51



Introduccion a la Simulacién

Aungue en la mayoria de los casos, el modelo no puede contener cada detalle del sistema real,
éste debera incluir aquellos elementos que sean relevantes para responder a las preguntas
planteadas. Es necesario identificar todos los sucesos, facilidades, equipamiento, reglas de
operacion, variables de estado, variables de decisién y medidas de ejecucién que van a formar
parte del modelo de simulacién.

Existen tres filosofias para decidir qué elementos del sistema real incluir en el modelo:

- Incluir todos los aspectos del sistema real que parecen influir en su comportamiento y
luego simplificar el modelo para quedarse sdlo aquellos elementos que son mas
relevantes.

- Empezar con un modelo simple del sistema real e ir afiadiendo complejidad a éste
hasta llegar a tener elementos suficientes para responder a las cuestiones planteadas.

- Hacer un gasto inicial de esfuerzo y tiempo tratando de identificar los elementos del
sistema que tienen mayor importancia para responder a las cuestiones planteadas.

Antes de pasar a construir el modelo légico se ha de estar seguro que el modelo conceptual es
una buena abstraccién del sistema real.

El modelo légico consiste en un diagrama de flujo de los procesos a simular y sirve como
puente entre el modelo conceptual y el modelo de simulacién. Si el modelo conceptual se ha
construido bien, la verificacién del modelo l6gico no es un proceso complejo.

Una aproximacion para la verificacion del modelo ldgico se centra en responder a las
siguientes preguntas:

- ¢Estdn procesados correctamente los sucesos del modelo?
- ¢Son vdlidas las férmulas matematicas y las relaciones incluidas en el modelo?
- ¢Estdn calculadas correctamente las estadisticas y medidas de ejecucion?

El modelo logico, para ser valido, ha de contener todos los sucesos incluidos en el modelo
conceptual, asi como la ldgica para una correcta planificacion de los sucesos futuros. Se debe
validar que el modelo légico contiene todos los sucesos del modelo conceptual, asi como
verificar las conexiones entre ellos. Por ultimo se ha de verificar que todas las variables de
estado cambian correctamente ante la ocurrencia del suceso que las afectan.

Un método que se puede utilizar para la verificacion y validacién del procesamiento de los
sucesos dentro del modelo ldgico es una revision en la que el desarrollador del modelo légico
debe explicar con detalle la logica del modelo a los otros miembros del proyecto de
simulacién.

Dentro de un modelo de simulacidn existen un conjunto implicito o explicito de relaciones y
funciones matematicas: la generacién de numeros y variables aleatorias estdn basados en
métodos matemadticos y la mayoria de los modelos tienen leyes de conservacion que deben
cumplirse.

Por otro lado, cuando se construye el modelo légico, se ha de tener cuidado en que estén bien
calculados los elementos matematicos y que las relaciones de conservacion han de
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preservarse. Algunos de estos errores légicos se pueden detectar cuando el modelo se
implementa como un programa de computador, pero incluso en esta etapa se ha de tener
cuidado con que las funciones y las relaciones matematicas sean correctas.

Un error que puede darse en los modelos de simulacidn es que ante la ocurrencia de un suceso
no haya un cambio adecuado en las medidas de ejecucidn. Un método para verificar que las
estadisticas y las medidas de ejecucién se modifican adecuadamente, consiste en asociar con
cada suceso una lista completa de todas las estadisticas y medidas que se ven afectadas por la
ocurrencia de dicho suceso.

En algunos lenguajes de simulacién, algunos tipos de medidas se recogen automaticamente
cuando se ejecuta la simulacién, de forma que al ser esto transparente al analista, se reduce la
probabilidad de errores estadisticos.

Una vez verificada la estructura légica del modelo, es importante que este se pruebe bajo
condiciones conocidas y extremas, todas ellas controladas, a ver si el mismo tiene resultados
gue puedan ser légicos.

Dentro de las pruebas a realizar estan la verificacién del modelo de manera analitica, verificar
las relaciones légicas y verificar las salidas controladas del modelo. Finalmente, en el proceso
de validacion del modelo han de intervenir el analista y las personas relacionadas con el
sistema.

Una prueba para validar el sistema es ver si las personas relacionadas con el sistema confian
en el modelo y estan dispuestos a utilizarlo. La importancia de la credibilidad en el modelo es
la mayor razén del interés tan difundido en realizar una animacidon de la salida de la
simulacién.

La animacidn es una forma efectiva para que los analistas comuniquen la esencia del modelo al
administrador.

5.7 Métodos de Validacion

La validacion no es algo que se ha de hacer cuando el modelo ha sido desarrollado, sino que ha
de hacerse desde el principio. Algunos métodos de validacion utilizados son:

- Comparacion de los resultados de salida del modelo con los del sistema real: Este
método se podra aplicar en aquellos casos en los que el sistema exista y se pueda
experimentar con él de forma que se obtengan datos de salida del mismo.

Este método consiste en ejecutar el modelo y obtener una serie de datos de salida y
comparar éstos, mediante algin método estadistico, con resultados que se tengan del
sistema. Habra que comparar dos conjuntos de datos, de alguna forma, para
determinar si el modelo es una representacién adecuada del sistema real.

Una primera aproximacion seria utilizar uno de los test estadisticos clasicos (como la
prueba XZ, que se estudid anteriormente) para determinar si las distribuciones
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subyacentes a los dos conjuntos de datos se pueden ver como la misma. Sin embargo,
los procesos de salida de la mayoria de los sistemas reales y simulaciones no son
estacionarios y son autocorrelacionados, de forma que ninguno de estas pruebas
estadisticas es directamente aplicable.

En estos casos es posible aplicar una aproximacién basada en intervalos de confianza.
Este método se puede aplicar suponiendo que es posible recoger un conjunto
numeroso de salidas para ambos.

Supdngase que se recogen m conjuntos independientes de datos del sistema y n del
modelo. Sean x; e y; la media de las observaciones en el j-ésimo conjunto de datos del
sistema y del modelo respectivamente. Los x;’s son variables 1ID con media ux=E(x;) y
también los y/'s son variables 1ID con media py=E(y;). Se intenta comparar el modelo
con el sistema construyendo un intervalo de confianza & = p - p, . Construir dicho
intervalo de confianza es preferible a comprobar la hipétesis nula Ho : pyx = p,, por
varias razones:

e El modelo es una aproximacion del sistema real por lo que Hy es claramente
falsa en la mayoria de los casos.

e Un intervalo de confianza da mas informacién que el test de hipdtesis
correspondiente. Si el test de hipoétesis indica que py # p , el intervalo de
confianza ademas indica la magnitud en la que difieren.

Construir un intervalo de confianza para £ es un caso especial del problema de
comparar dos sistemas. En este caso se puede probar el intervalo de confianza
utilizando la aproximaciéon t-Pareada. Se construye un intervalo de confianza del
100(1-a)% para & y se obtiene un limite superior s(a) y un limite inferior i(a) del
intervalo correspondiente. Si Oi[i(a), s(a)], entonces la diferencia observada entre p,y
H, se dice que es estadisticamente significativa. Esto equivale a rechazar la hipétesis
nula Ho : uey K, a favor de la hipdtesis alternativa H1 : u, # p,.

- Método Delphi: Este método se utiliza cuando no se tienen datos o se dispone de muy
pocos, acerca del sistema que se esta considerando. En este método, se selecciona un
grupo de expertos los cuales deben llegar a un consenso en las respuestas que den
acerca de una serie de preguntas que se les plantean. En un entorno de simulacién los
expertos pueden ser los administradores y usuarios del sistema y las preguntas son
acerca del comportamiento del sistema bajo ciertas condiciones de operacién. El
método Delphi excluye las discusiones cara a cara entre los miembros del grupo.

En este método se les plantea al grupo una serie de preguntas:

e Se envia un cuestionario a cada miembro del grupo. Para la validacién de un
modelo de simulacidn, las cuestiones podrian tratar sobre las respuestas del
sistema real ante ciertas entradas o cambios en su estructura.
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e Basandose en las respuestas dadas a las cuestiones planteadas, se elaboran
nuevos cuestionarios que van centrandose en temas mas especificos.

e Los nuevos cuestionarios se envian al grupo junto con las respuestas obtenidas
a las cuestiones en rondas anteriores.

e Estos tres pasos se repiten hasta que el analista consiga de los expertos una
prediccidn de la respuesta de sistema.

Una critica de este método es que consume mucho tiempo. No necesariamente debe
suponer un tiempo adicional en el proyecto de simulacién, ya que se puede ir
realizando paralelamente al desarrollo del modelo. Su costo puede resultar caro, pero
no mucho mas que otros métodos de validacién. En general, aunque se critique que
los métodos de validacidon son caros y consumen tiempo, mds costoso es construir un
modelo que no sea vdlido.

Otra critica que se hace al método es que si el grupo de expertos lo que va a hacer es
predecir el comportamiento del sistema épor qué no usar el método en lugar del
modelo de simulacién? En algunas situaciones este método puede ser utilizado, sin
embargo, normalmente no es practico mantener el grupo de expertos para predecir el
comportamiento del sistema ante los posibles cambios que se planteen. Incluso si se
pudiera mantener el tiempo de respuesta podria ser muy largo.

- Test de Turing: Alan Turing sugirié este método como un test de inteligencia artificial.
En este test, a un experto, o grupo de expertos, se le presentan resimenes o informes
de resultados de ejecucion del sistema y del modelo, a los que se les ha dado el mismo
formato. Estos informes se reparten aleatoriamente a los ingenieros y administradores
del sistema, para ver si son capaces de discernir cudles son los reales del sistema y
cuales la imitacidn resultado de la simulacién. Si los expertos no son capaces de
distinguir entre ambos, se puede concluir que no hay evidencias para considerar
inadecuado al modelo. Si descubren diferencias las respuestas sobre lo que
encuentran inconsistente se puede utilizar para realizar mejoras en el modelo.

Se puede considerar que este método es el inverso al método de Delphi. En el test de
Turing se consulta a los expertos para ver si son capaces de identificar las respuestas
del sistema, mientras que en el de Delphi se pregunta a los expertos para que predigan
las respuestas del sistema.

Aunque este test parece muy intuitivo, hay muy pocos informes de su uso, ya que
requiere un esfuerzo considerable para formatear las medidas de ejecucién del
sistema a la hora de crear el informe que se da a los expertos. Otra dificultad esta en
ajustar las medias del sistema real ya que en ellas intervienen elementos que no se
han considerado en el modelo. Por ultimo este test requiere un analisis estadistico por
parte del grupo de expertos para determinar si hay diferencias significativas entre el
informe real y el simulado.
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- Comportamiento en casos extremos: Ocasionalmente se puede observar el
comportamiento del sistema bajo condiciones extremas. Esta es una situacion
ideal para recoger datos de las medidas de ejecucion del sistema real de forma
gue luego se puedan comparar con los resultados de la simulacion, una vez que
se ejecute el modelo bajo situaciones similares. También es posible que los
expertos del sistema puedan predecir el comportamiento del sistema bajo
condiciones extremas y utilizar estas predicciones para validar el modelo.

5.8 Calibracion del Modelo

La calibracidén es un proceso iterativo en el que se compara el modelo con el sistema
real, se realizan cambios y ajustes en el modelo, se vuelve a comparar el modelo
revisado con el sistema real, se hacen ajustes adicionales, y asi hasta que el modelo
resulta una buena aproximacién al sistema real. Este proceso iterativo se muestra en la
figura 5.

Modelo
Inicial

I

1* Revision
Modelo

\ 52 Revision

Modelo

!

Fig. 5 Proceso iterativo de calibracién del modelo

Comparacion

Sistema
Real

Esta comparacion del modelo con el sistema real, se puede realizar a través de
conjuntos de pruebas, que pueden ser subjetivas u objetivas. Las primeras implican a
personas que conocen aspectos del sistema y pueden hacer juicios sobre el modelo.
Las pruebas objetivas necesitan datos sobre el comportamiento del sistema para poder
compararlos con los datos sobre el comportamiento del modelo. Una posible critica en
este proceso de calibracién es que se llegue a validar el modelo con el mismo conjunto
de datos con el que se ha ido calibrando, lo cual puede significar que el modelo se
ajusta bien a ese conjunto de datos en particular.

Para evitar este problema se puede recolectar un nuevo conjunto de datos para ser
usado en la etapa final de validacién. Si se descubren discrepancias inaceptables entre
el modelo y el sistema en la etapa de validacidn, el modelador debe volver a la fase de
calibracion hasta que el modelo sea aceptable.
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5.9 Ejemplos
Ejemplo 1: una cola basica

Supdngase un sistema M/M/1 con A de 7 clientes por hora y p de 5 clientes por hora. En este
caso el factor de utilizacién A/cy, para c=1 es mayor que 1, por lo que la cola no se puede
analizar de manera analitica, por lo que hay que simularla.

La figura 2 muestra las especificaciones de simulacidén y la figura 3 muestra la simulacién
ejecutada con WinQSB. De acuerdo a la figura 2 se simulara una cola con capacidad infinita, con
disciplina PEPS, un servidor, pardmetros de A = 7 y u=5 y un tiempo de simulaciéon de 1,000
unidades de tiempo de maquina.

De acuerdo a los resultados mostrados en la figura 5, es posible ver que en 5,049 observaciones
recolectadas durante un tiempo simulado de 1,000 horas, el servidor esta ocupado un 100% del
tiempo, hay un estimado de 975 clientes en cola en promedio, con una espera en cola de 141
horas y un maximo de 1927 clientes en la fila.

Data Description EMTRY
Mumber of servers 1
Service rate [per server per hour] h
Customer arrival rate [per hour) ¥
Queue capacity [maximum waiting space) M
Customer population ]
D Smuation spechcaton xq
Id
E Random Seed Queue Dizcipline
[ ] g
o @®Use default random seed: ® FIFO
E ! Enter a seed number ) LIFD
) Use system clock ) Random
Random seed number: l:l
Simulation time: hours
Start collection time: l:l hours
Max. number of data collections: D
| 1] 4 | | Cancel | | Help |

Fig. 6 Especificaciones de la simulacion
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04-22-2011 Performance Measure Result
1 System: M/M /1
2 Customer arrival rate [lambda) per hour = F.0000
3 Service rate per gerver [mu) per hour = 5.0000
4 Dverall system effective arrival rate per hour = 69768
5 Overall spstem effective zervice rate per hour = 5.0488
b Overall system utilization = 99,9907 %
7 A q ber of in the sy L= 975.1276
8 Average number of customers in the queue [Lg) = 974 1248
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 974 2157
10 Average time customer spends in the system (W) = 141.9993 hours
11 Average time customer spends in the queue [Wq) = 141.8012 hours
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 141.8145 hours
13 The probability that all servers are idle [Po] = 0.0093 %
14 The probability an amiving customer waits [Pw] or spstem is busy [Pb] = 99 9907 %
15 Average number of customers being balked per hour = (1]
16 Total cost of busy server per hour = 30
17 Total cost of idle server per hour = 30
18 Total cost of customer waiting per hour = $0
19 Total cost of customer being served per hour = $0
20 Total cost of customer being balked per hour = $0
21 Total queue space cost per hour = 30
22 Total gpstem cost per hour = $0
23 Simulation time in hour = 10000000
24 Starting data collection time in hour = L1}
25 Number of observations collected = 5043
26 M axi ber of in the queue = 1927
27 Total simulation CPU time in second = 0.9510

Fig.7 Resultados de la simulacién
Ejemplo 2:

A fin de simular cierta maquina expendedora de refrescos, sera necesario analizar si la eleccidn
de un refresco en cualquiera de los canales de la misma es aleatoria y sin preferencias, o por el
contrario, existe alguna preferencia en la selecciéon de alguno de ellos. La maquina tiene
cuatro canales. La siguiente tabla muestra el numero de bebidas vendidas en cada uno de los 4
canales durante una semana. Se quiere contrastar la hipdtesis de que los canales son
seleccionados al azar a un nivel de significacion del 5%.

Canal Bebidas vendidas
1 13
2 22
3 18
4 17

Para realizar el contraste de Bondad de Ajuste debemos calcular las frecuencias esperadas de
cada suceso bajo la hipdtesis de uniformidad entre los valores. Si la seleccién del canal fuera
aleatoria, todos los canales tendrian la misma probabilidad de seleccién y por lo tanto la
frecuencia esperada de bebidas vendidas en cada uno de ellos deberia ser aproximadamente
la misma.

Como se han vendido en total 70 refrescos, la frecuencia esperada en cada canal es
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Ei=n

*p=70*%=175i=1, ..,k

O

Ei

13

17.5

22

17.5

18

17.5

17

17.5

Resolviendo para la ecuacion (1), x* = 2.3428

El valor critico de la distribucién x* con (4-1)=3 grados de libertad es: x%. os (3)= 7.81

WERSI,
"y

e

Puesto que X < X5 (3), no se puede rechazar la hipétesis de que la seleccion de refrescos ha
sido hecha de manera aleatoria, esto es, la probabilidad de elegir de cualquier canal es la

misma.

Ejemplo 3

Supdngase que se quiere conocer la distribucion de una serie de tiempos de servicio, en horas,
de camiones de reparto. Se tienen 200 tiempos tomados en el dltimo afio.

Se quiere saber qué tipo de distribucién reflejan estos datos. A fin de hacer esto, se utilizara el
software SimulAr, el cual tiene una opcidn para el ajuste de distribuciones. La figura 6 muestra

diferentes iteraciones para el problema.

Determinar Distribucion de Frecuencia

Seleccionar rango de serie de datos histarica

- S [ Distribucién Tedrica Determinada Selecrionar rango de serie de datos histérica
] 6 =
Hoja2! $AS1:$AS200 E Determinar Distribucn | ’7 normalsim(3, 435, 1.9247) { Foz4ASL:$AS00 = I

x|

Determinar Distribucin de Frecuencia

x|

Distribucién Tegrica Determinada

— Seleccionar Distribucion

’7 =triangularsim(5,9. 2857, 15)

Ditrbucion Rel v. Tedrica | istograma Distrbucian Real | e Distrbucé Tetnca | el |
e 6 ﬂ o on |
1 Normal : . =
1 Normal " . .
2 Triangular Distr. Real vs. Distr. Teorica omal__ ] Distr. Real vs. Distr. Tedrica
2] ] 2 Trianguler =S Realys. ISt "eoflca
3 uniforme 3 Uniforme
a Bets 4 Beto
5 Chi-Cuarado 5| Chi-Cumrado
3 Lognormal 3 5 Lognormal
7 Gamma & 7 Gamma 3
8 Logistica K 3 Logistica £
) Exponencal 3 5 Exponencal H
10 Wiebul H 10 Viebul H
1 Rayligh H 1 Rayleigh b
12 Binomial 12 Binomial
13 Geomética 13 Geométrica o
1a posson x| 14 Posson x|
Celda para nsertar formula o0z e o0 a5 i Celda para insertar formula o a2 o ae 28 i
[ C Distribucion Tedrica [ C Distribucidn Tedrica
é = Distr. Real ve. Tedrica [ AlstePerfecto [ 0 Chi-Square P-Value
P —— | [l Dstr. Real s, Tedrica ] Ajuste perfecto | 0 Chi-square P-Value S — | [ | [ g .

Determinar Distribucion de Frecuencia

Seleccionar rango de serie de datos histdrica

{ Hoja21$AS1:8A§200 C Determinar Distrbucidn

] Determinar Distribucién de Frecuencia

Distribucién Tedrica Determinada

Seleccionar rango de serie de datos histdrica
=] | Determinar Distribucion

Distribucién Tedrica Determinada
’7| ‘=uniformesim(5, 15) | Hojazisasi:casann

’7 =binomialsim(15.5334,0.6074)

[~ Selecdonar Distribucion

[~ Seleccionar Distribucién ’ .
Di vs. Tedrica | 6n Real | Distribucion Real vs, Tedrica |H‘smg,sm Distribucién Real |
ne istribucid ;‘ L2 etk ﬂ
1 Normal . " - 1 Normal : . .-
N Distr. Real vs. Distr. Teorica 2 Triangul Distr. Real vs. Distr. Teérica
2 Triangular —_—— riangular
3 Uniforme 3 Uniforme:
4 Beta 4 Beta
5 Chi-Cuarade 5 Chi-Cuarado
6 Lognormal 6 Lognormal ,2
7 Gamma E /q_/ 7 Gorma 3
s Logktica 3 8 Logistica 3
9 Exponencial i 9 Exponencial 5
10 weibul 10 wrebul
11 Rayleich E 11 Rayleigh g
12 Binomial E 12 Binomial
: o
13 Geométrica 13 Geométrica
14 Poisson x| 14 Posson ™)
Celda para insertar formula oz ox s oz 3 Celda para insertar formula o 02 s a5 0z 1
’V E Distribucidn Tedrica [ C Distribucicn Tedrics
~ Distr. Real vs, Tedrica Ajuste Perfecto | 0 Chi-Square P-Value & [l Distr. Real us. Tecrica [ Ajusteperfecto [ o Chi-Square P-Value
Insertar Férmula en Excel | u L < Incertar Férmula en Excel

Fig. 8 Resultados de la prueba de bondad de ajuste en SimulAr
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SimulAr hara la prueba de x* cuando sea posible. En todo caso habra que utilizar la grafica
donde haya una mejor aproximacion entre la recta de ajuste perfecto (linea recta a 45°) con
los datos reales. Aqui se escogieron las distribuciones Normal con pardmetros [ = 9.4, ¢ =
1.9], Triangular con parametros [a =5, b =9.2857, ¢ = 15], Uniforme con parametros [min. =5,
max. = 15] y Binomial con pardmetros [n = 15.5334, p = 0.6074]
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