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Recordando:

e Las decisiones se pueden definir como situaciones donde se
reconoce que hay que hacer una seleccion a conciencia de un
curso de accion.

* Aungue se puede decir que no se puede hablar de una decision
correcta o incorrecta

* El efecto de la incertidumbre puede afectar los resultados
* Hay que considerar Riesgo vs. Certeza

* Minimizar riesgo minimizando sus elementos:
* Humano
 Ambiental

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Decisiones e incertidumbre
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H. R. Alvarez A., Ph. D.



https://www.youtube.com/watch?v=vkpf jS630Y



https://www.youtube.com/watch?v=vkpf_jS63oY

Tipo de entornos para la toma de decisiones

e Toma de decisiones con certidumbre: se conoce con certeza la
consecuencia de cada alternativa u opcion de decision. Se elegira la
alternativa que maximice su bienestar o que dé el mejor resultado.

* Toma de decisiones con incertidumbre: existen varios resultados

posibles para cada alternativa, pero no se conocen las probabilidades
de los diferentes resultados.

* Toma de decisiones con riesgo: existen varios resultados posibles

para cada alternativa, y se conocen las probabilidades de los
diferentes resultados.



https://www.youtube.com/watch?v=iDOAvpWA2ACc



https://www.youtube.com/watch?v=iDOAvpWA2Ac

Probabilidades

¢En qué consisten las probabilidades?

Mide la frecuencia con la que se obtiene un resultado (o conjunto de resultados) al
IIevgaIE;I a cabo un experimento aleatorio, del que se conocen todos los resultados
posibles.

Se puede definir, de manera general como la relacion existente entre los resultados
esperados de un experimento en relacion a todos los posibles resultados existentes
del mismo.

Es la medida matematica de la incertidumbre

La teoria de la probabilidad tiene sus comienzos con los juegos de azar, pero hoy en
dia se usa extensamente en areas como la estadistica, la fisica, la matematica, la
ciencia y la filosofia para llegar a conclusiones sobre la probabilidad de sucesos

potenciales.

Indican incertidumbre acerca de un evento que:
e Ocurrid en el pasado
* Ocurre en el presente
e Ocurrira en el futuro



Fuentes de las probabilidades

* Historia del pasado
* Juicio subjetivo

e Distribuciones teoricas



Conceptos generales

* Observacion: cualquier registro de informacion
* Experimento: cualquier proceso que genere un conjunto de datos

* Espacio muestral S: el conjunto de todos los resultados posibles de
un experimento

* Punto muestral: cada posible elemento de S
* Evento: subconjunto de S

* Complemento de un evento A con respecto a S: los posibles
resultados de S que no esténen A, 0 A’



Enfoques de probabilidad

* Clasico o escuela objetiva
* Frecuencias relativas

* Personalista o subjetivo



Probabilidad de un evento: Escuela Clasica

e Conocida también como Escuela Clasica de Laplace, “A Priori” o Teorica

« A partir de esta definicion las probabilidades de los posibles resultados del
experimento se pueden determinar a priori, es decir, sin realizar el experimento.

* Si un experimento puede tener como resultado cualquiera de N diferentes
resultados, igualmente probables, y si exactamente n de estos resultados
corresponden al evento A, entonces la probabilidad de que el evento A ocurra esta

dada por: N
P(A) =
(A) N

e Esta definicion es de uso limitado puesto que descansa sobre la base de las
siguientes dos condiciones:

* El espacio muestral (S) del experimento es finito (su numero total de elementos es un nimero
naturaln=1, 2, 3, ...).

* Los resultados del espacio muestral deben ser igualmente probables (tienen la misma posibilidad
de ocurrir).



Enfoque empirico o de frecuencias relativas

Conocido como definicion Empirica, “A Posteriori” o Experimental

La definicion empirica se basa en la frecuencia relativa de ocurrencia de un evento con
respecto a un gran numero de repeticiones del experimento.

Recordando que la frecuencia relativa (f;) de un valor X. es Ia proporciéon de valores iguales
a X. en el conjunto de datos (X,, X,,..., Xy)- Es decir, la frecuencia relativa es la frecuencia
absoluta dividida por el numero total de elementos N:

n;

fi= N

siendo ( _\'1.‘\'3. X_\'] el conjunto de datos
y n; el total de valores igual a X,

La probabilidad de ocurrencia de un evento, bajo condiciones iguales a las observadas
empiricamente, sera igual a la frecuencia relativa de ocurrencia de dicho evento.

Para determinar los valores de probabilidad se requiere de la observacion y de la
recopilacion de datos y no implica ningun supuesto previo de igualdad de probabilidades.

LN ¢ £
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Enfoque empirico o de frecuencias relativas

La definicion clasica se ve limitada a situaciones en las que hay un numero finito de resultados igualmente
probables.

Al calcular probabilidades con este método de frecuencias relativas se obtiene una aproximacion en vez de
un valor exacto.

A mayor numero de veces gue se repita el experimento, mas cerca estara la aproximacion del valor real.

Esta propiedad se enuncia en forma de teorema, el cual se conoce comunmente como la ley de los numeros
grandes: Conforme un experimento se repite una y otra vez, la probabilidad de frecuencias relativas de un
evento tiende a aproximarse a la probabilidad real.

Cuando se usa la definicion empirica, es importante tomar en cuenta los siguientes aspectos:
* La probabilidad obtenida de esta manera es Unicamente una estimacion del valor real.
* Cuanto mayor sea el numero de repeticiones del experimento, tanto mejor sera la estimacién de la probabilidad.

* La probabilidad es propia de sélo un conjunto de condiciones idénticas a aguéllas en las que se obtuvieron los datos,
o sea, la validez de emplear esta definicion depende de que las condiciones en que se realizd el experimento sean
repetidas idénticamente.
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Enfoque personalista o subjetivo

* Se diferencia de los dos enfoques anteriores, debido a que tanto el
enfoque clasico como el de frecuencia relativa producen valores
objetivos de probabilidad.

* Debido a que el valor de |la probabilidad es un juicio personal, al
enfoque subjetivo se |le denomina también como enfoque
personalista

* El enfoque subjetivo define la probabilidad de un evento a base del
grado de confianza que una persona tiene de que el evento ocurra,
teniendo en cuenta toda l|a evidencia que tiene disponible,
fundamentado en la intuicion, opiniones, creencias personales y otra
informacion indirecta relevante.

* El enfoque subjetivo no depende de |a repetitividad de ningun evento
y permite estimar la probabilidad de sucesos unicos.



Definiciones

Alternativas: es el conjunto de posibles situaciones de que dispone el decisor
para conseguir sus objetivos.

Estados de la naturaleza: aquel factor o factores que influyen en el problema de
decision y que no estan bajo el control del decisor. Refleja el entorno del

problema de decision.

Probabilidades de ocurrencia: son las probabilidades asociadas a la ocurrencia de
los diferentes estados de naturaleza.

Criterio de estimacion: es la caracteristica que permite valorar el conjunto de
alternativas

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Métodos de matriz de pago
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Decisiones en ambiente de incertidumbre

* Son aquellos modelos heuristicos donde las diferentes
alternativas de accion se conocen, asi como los estados de
la naturaleza, los resultados de |las mismas pero no las
probabilidades de que cada una de estos resultados sea
obtenido.

* En este caso la decision tiene un factor subjetivo ya que no
conoce de manera objetiva las probabilidades.

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Matriz de pago o costo/beneficio

Estados de la Naturaleza y probabilidades asociadas

Alternativas | 1, p; 2,0 30 |.|.].] N pn
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A [A21 [p21 [p21 SRR (A21
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www.youtube.comy/watch?v=74aF2MSc8T4



https://www.youtube.com/watch?v=74aF2MSc8T4

Criterios de dominancia

* Criterio de dominancia simple:

* Sean A_y A, dos alternativas de un problema de decision
y r; Yy r; susresultados asociados para el j-esimo estado
de |la naturaleza.

*Se dice que A, domina a A, (A>A,), para todos los
estados de naturaleza j si:
* r;; 21 ;. en el caso de resultados favorables

* r;; <r;:en el caso de resultados desfavorables



Criterios de dominancia

* Criterio de dominancia estocastica:

*Sean A, y A, dos alternativas de un problema de
decision y ry; y r,; sus resultados asociados para el j-
ésimo estado de [a naturaleza.

* Se dice que A_.domina estocasticamente a A, (A>A,),
para un valor de Ce*R si:
* P(r, >C) 2 P(r, >C): en el caso de resultados favorables
* P(r, >C) < P(r, ;>C): en el caso de resultados desfavorables



Toma de decisiones bajo condiciones de certidumbre

Incluye aquellos en los cuales cada acto disponible para quien toma la decision tiene
consecuencias que pueden ser conocidas previamente con certeza.

La certeza o certidumbre es la condicion en que los individuos son plenamente informados
sobre un problema, las soluciones alternativas son obvias, y son claros los posibles resultados
de cada decision.

En condiciones de certidumbre, la gente puede al menos prever (si no es que controlar) los
hechos y sus resultados.

Esta condicion significa el debido conocimiento y clara definicion tanto del problema como de
las soluciones alternativas.

Una vez que un individuo identifica soluciones alternativas y sus resultados esperados, la toma
de la decision es relativamente facil.

Caracteristicas:
* Los pardametros son constantes conocidos y ciertos.
* Solamente hay una consecuencia para cada alternativa.
e Se tiene conocimiento total sobre el problema.
* Informacion exacta, medible y confiable acerca del resultado de cada una de las alternativas que consideremos.
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MODELOS DE OPTIMIZACION

Modelos de decisiones

La calidad de la informacion sera critica para procesos
donde se involucren decisiones complejas, tales cual:

Taha, H. A. (2004). Capitulo 14: Analisis de decisiones y juegos. En H. .==
A Giobal perspective for Global Business A. Taha, Investigacion de f)peraciones (pags. 503-545). Naucalpan, -==--
RECORDEDVTE A) Meéxico: Pearson Educacion. o
P ONE 7 el

https://www.youtube.com/watch?v=Sxxh09a0Xq0

H. R. Alvarez A., Ph. D.



https://www.youtube.com/watch?v=SxxhO9aOXq0

Criterios de Decisiéon bajo Incertidumbre

* En este caso el decisor conoce los posibles estados de la naturaleza
* Pero no conoce las probabilidades asociadas con su ocurrencia

* En este caso la decision tiene un factor subjetivo ya que no conoce de
manera objetiva las probabilidades



https://www.youtube.com/watch?v=b7wiPokiU84



https://www.youtube.com/watch?v=b7wiPokiU84

Criterio Maximax

(optimista)

* Calcular el maximo pago o resultado para cada
alternativa

* Escoger la alternativa con el maximo de todos
* A"~ max{max(r; )}



Criterio Maximin
(conservador)

* Calcular el minimo de todos los pagos o resultados de
cada alternativa

* Escoger el maximo de ellos
* A"~ max{min(r; )}



Criterio Minimax
(conservador)

* Calcular el maximo de todos los pagos o resultados de
cada alternativa

* Escoger el minimo de ellos
* A"~ min{max(r; )}



Criterio Minimin
(pesimista)

* Calcular el peor de todos los pagos o resultados de
cada alternativa

* Escoger el peor de ellos
* A"~ min{min(r, ;)}



Criterio: Minimo costo de Oportunidad

* Sea C(A; ") el maximo de los costos asociados para cada
alternativa i bajo cada estado de |la naturaleza j

* Sea C(A; ") —r,. V j, el costo de oportunidad
correspondlenlce para cada alternativa i bajo cada estado
de la naturaleza j

» Sea E(C(A") —r;) V j el valor esperado de cada costo de
oportuni adJ

 Calcular el valor esperado del costo de oportunidad de
cada alternativa

* Seleccionar el minimo de ellos: Min{E(C(A))-r;) V j}



Decisiones en ambiente de riesgo

* Son aquellos modelos heuristicos donde las diferentes
alternativas de accidon se conocen, asi como los
estados de la naturaleza o resultados de |las mismas y
las probabilidades de que cada una de estos
resultados sea obtenido



Criterio de Hurwicz

e Se trata de un criterio intermedio entre el criterio de Wald o maximin
y el criterio maximax.

* Dado que muy pocas personas son tan extremadamente pesimistas u
optimistas como sugieren dichos criterios, Hurwicz (1951) considera
que el decisor debe ordenar las alternativas de acuerdo con
una media ponderada de los niveles de seguridad y optimismo tal que
el valor esperado para una alternativa i sera aMin, + (1- a)Max.

* Valores de o proximos a cero corresponden a una persona optimista,
donde si a=0, se tiene el criterio maximax.

* Valores de o proximos a uno corresponden a una persona pesimista,
donde para a=1, se tiene el criterio maximin

Elegirla alternativa @, talqueT(a, ) =as, +(1-a)o, = max tas, +(1-a)o, }
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Criterio de Laplace

* El criterio de Laplace parte del hecho de que no se conocen las
probabilidades de ocurrencia de cada uno de los estados de la
naturaleza, propone que las probabilidades sean las mismas para

cada estado.

* El valor esperado es entonces el promedio simple de cada alternativa
y se seleccionara el mejor de los valores esperados.



e /

Valor esperado de una decision

. Definiendo el valor esperado de las diferentes alternativas como E(N.), donde
N. es el resultado de la alternativa i, se tiene que:

n

E(A) =) rjp() 1= Ay Ay ..A
j=1
. Se escoge la alternativa tal que:
* Max E(N.) para el caso favorable

* Min E(N.) para el caso desfavorable
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https://www.youtube.com/watch?v=12RF SZ5S0g

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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https://www.youtube.com/watch?v=12RF_SZ5S0g

Valor esperado de la informacién perfecta

* Resultado esperado con informacion perfecta (REIP): es la
cantidad que el decisor espera ganar si supiera con certeza
qgué estado de la naturaleza va a presentarse

* Resultado esperado en riesgo (RER): es la cantidad que se
espera ganar si no se tiene informacion adicional. Es el
resultado optimo sin informacion adicional.

* Valor esperado de informacion perfecta (VIP): es el valor que
la informacion perfecta tiene para el decisor porque supone la
la mejora en los resultados esperados que obtenarla con dicha
informacion



Valor esperado de la informacion perfecta

* Resultado esperado con informacion perfecta (REIP):
* REIP = E(r")), donde r’;= mejor(r;;) Vi, ]

* Resultado esperado en riesgo (RER):
* RER = E(A"), esto es, el mejor valor esperado E(A)

* Valor esperado de informacion perfecta (VIP):
* VIP = REIP - RER



Ejemplo:
* Se juega una rifa con numeros del 00 a 99.
e Cada boleto cuesta 100 y puedes ganarte 5,000.

* ¢Vale la pena comprar la rifa?

* ¢ Cuanto pagaria para informacion sobre el posible
resultado de la rifa?



Ejemplo |

* La siguiente tabla muestra
los estados de la
naturaleza, alternativas vy
utilidad de tres alternativas
de negocios.

El E2 E3
0.3 0.5 0.2
Al 8 2 0
A2 10 1 -5
A3 10 4 -4




Tabla Excel

E B | B e
03 | 05 0.2 E(A)
A 8 2 0 3.4
A, | 10 1 5 2.5
A; | 10 4 4 4.2
REIP | 10 4 0 5

Valor de Informacion Perfecta = REIP - RER

=5-4.2=0.8
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Efecto de la varianza

* La desventaja del valor medio es que no toma en cuenta la
variabilidad

* Suponga que A. — (u, c?)
* Recordando que la varianza se estima como:

n
2 2 2
o = ) Py~
1

* Se escogerd la decision donde 62 <M ({2 =N ) Y ademas cumpla
con los criterios favorables o desfavorables, segun sea el caso.



Ejemplo

Ganga S. A., es una empresa que se dedica a la
comercializacion de bienes destinados a Almacén/
tiendas “iTODO A BALBOA!”. Esa empresa

quiere ampliar su negocio entrando a nuevos Mercado
mercados. Pos este motivo, realiza un estudio
sobre la demanda de su productos en cuatro
zonas distintas, I, Il, Il y IV, estimando una | 10 15 20
demanda (en miles de unidades) en cada zona
de 11, 12, 15.5y 17 respectivamente.

11,000 | 15,000 | 17,000

| 10 17.5 15

Para poder abastecer el nuevo mercado debe
contar con un nuevo almacén; actualmente se ||| 15 16 19
alquilan tres, que tienen, cada uno, una
capacidad (en miles de unidades) de 11, 15 vy
17. La estructura de costos (en miles de IV 30 35 18
balboas) para cada posible situacion se

muestra en la siguiente tabla:

Si la probabilidad de alquilar el primer almacén es de 30%, de conseguir el segundo es 40%
y el tercero es 30%

-éCual sera la mejor decision si se quiere reducir costos?

-é Cual serd la decisién si no se aceptan vatianzas de mas de B/. 8 mil?




Ana

ISis con |la varianza

| 10 15 20 | 1500 | 15.00

! 10 17.5 15 |C1450) | 975
I 15 16 19 | 1660 ( 264

N 30 35 18 28.40

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Ejemplo: La Ampliacion del Canal

Escenarios Macroeconomicos

Tendencas de

Panorama Ambiente de Integracion A
Escenario Actividades del
- Internacional Politicas Publicas Hemisférica Conglomerado

Probabilidad

L Cre&mieﬂo dnamico TLC ra)idocon'EUA. e .
ptimista en las actividades América Centra promedio 0
‘comerciales y marifmas eompetmdad mejoras Andes, ALCA !
Tendencias y .
EER SR Tendencias promedio smauonpraearles. mm m 60%
LAl A N P i1 M s mm d 1 a8l 12 ad!
Por debajo de las Politicas ineficientes, ~ Demorado, b
Pesimista W ambiente de costos inversiones yaps mm 25%

Tomado de los estudios macroeconémicos para la ampliacion desarrollados por DRIeWEFA,
2002

H. R. Alvarez A., Ph. D.

£
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Ejemplo: La Ampliacion del Canal

Escenarios de canal no ampliado

o Mas o
Pesimista orobable Optimista

0.25 0.60 0.15

Demanda del Canal (Millones
Ton CPSUAB, 2025)

Necesidad de agua
(esclusajes diarios) del canal

Ingresos estimados
(millones de USD)

Costo estimado de
modernizacion a maxima
capacidad (millones USD)

ACP, Propuesta de ampliacion y otros estudios financieros SER
H. R. Alvarez A., Ph. D. _Ui
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Ejemplo: La Ampliacion del Canal

Escenarios canal ampliado

. Mas o
Pesimista orobable Optimista

0.25 0.60 0.15

Demanda del Canal (Millones
Ton CPSUAB, 2025)

Necesidad de agua
(esclusajes diarios)

Ingresos estimados (millones
de U$D)

Costo estimado de la
ampliacion
ACP, Propuesta de ampliacion y otros estudios financieros ;Ba
H. R. Alvarez A., Ph. D. N

s
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Arboles de decision
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Arboles de decisidn

* Estan dentro del area de técnicas bayesianas

* Pueden usarse para desarrollar una estrategia
optima cuando el tomador de decisiones se enfrenta
con:

* Una serie de alternativas de decision

* Incertidumbre o eventos futuros con riesgo que pueden
ser diferentes para cada alternativa

* Una serie de decisiones consecutivas



Arboles de decision: Componentes y estructura

Alternativas de decision en cada punto de decision

Estados de la naturaleza o Eventos que pueden ocurrir
como resultado de cada alternativa de decision.

Probabilidades de que ocurran los eventos posibles

Resultados de las posibles interacciones entre las

alternativas de decision y los eventos. También se les
conoce con el nombre de Pagos



Arboles de decision: Componentes y estructura

Los arboles de decision poseen:
* Ramas: se representan con lineas

* Nodos de decision: de ellos salen las ramas de
decisidon y se representan con [

* Nodos de incertidumbre: de ellos salen las ramas de
los eventos y se representan con O




Arboles de decision: Componentes y estructura: ejemplo

Punto de
decision

Alternativa 1

Alternativa 2

Evento 1

P(Evento 1)

Evento 2

Pago 4

P(Evento 2)

Evento 3

P(Evento 3)

Pago 1

Pago 2

Pago 3



Arboles de decision: Analisis: criterio del Valor
Monetario Esperado

* Generalmente se inicia de derecha a izquierda,
calculando cada pago al final de las ramas

* Luego en cada nodo de evento se calcula un
valor esperado

* Después en cada punto de decision se
selecciona la alternativa con el valor esperado
optimo



Ejemplo de la rifa:

» Suponga que usted compra en $1,000 un nimero (de 00 a
99) de una rifa, la cual paga un premio de $50.000.

* Hay dos eventos posibles:
e Usted gana la rifa, o
* Pierde

e iCual es el valor esperado del juego?



Arboles de decisién: Andlisis: ejemplo de

la rifa

Gana

Punto de (0,01)

decision

’ _ -$500
Juega la rifa

Pierde
(0,99)

No juega la rifa $0

$49,000

$-1,000



Arboles de decisidn: Andlisis: ejemplo de la rifa

*En el nodo de evento se calculo el valor
esperado de jugar la rifa

* Luego se selecciona, en este caso el valor
mas alto (por ser ganancias)

* La decision desechada se marca con \\
* En este caso la decision es no jugar la rifa



Solucion en QM

EMV =

Ganar ( .01)
Jugar 2
3-1000
EMV = 5500
Mo ganar ( .99)
No jugar

EMV =30

4  |$50000
EMV = $50000
5
EMV =350
'Ss;s:ﬂkﬁga



Solucion en Silverdecisions

Jugar

sJugar la nfa?

30

MNo jugar

=
-$1,000 0.00

1.00

(Ganar

30
$0

1.00

No ganar

*
$50,000 0.01

0.99

<
<

$49 000
0.00

-$1,000
0.00

o



* Un fabricante esta considerando la produccion de un nuevo producto. La

utilidad incremental es de $10 por unidad y la inversién necesaria en equipo
es de $50.000

* El estimado de la demanda es como sigue:

Unidades Probabilidad
6000 0.30
8000 0.50
10000 0.20

Tiene la opcion de seguir con el producto actual que tendria una utilidad
incremental de $5.5. De hacerlo y si no hace publicidad, tendria ventas de
2.500 unidades, pero con la opcidon de que si destina $14.000 en publicidad
podria, con una probabilidad de 80% conseguir ventas de 5.500 unidades y
de un 20% de que éstas sean de 4.000 unidades

Construya el arbol de decisidén y determine la decisidon éptima
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Vender 6000 { .3) .
| 4 |5 60000

Producto Nuevo Vender 8000 { .5) |
< 50000 2 | 5 |5 00000
EMW =57 EMY = S30000

Vender 10000 { .2) | &

F 100000

|: ENMV = 5100000

Zin publicidad venanﬁﬂﬂ@ 5 13750

EMY = 513750
Producto Actual 3
Vender 5500 ( .8
EMY = 51 (8) 9 |5 30250
EMY = 530250
Publicidad @
14000
EMV =52
Vender 4000 { .2) 105 22000
EMN = 522000
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Vender 6000 510,000
560,000 0.30 0.30
Pronostico d mergado
Producto nuevo > Vender 30 D{L $30.000
-£50,000 1.00 $20,000 0.50 0.50

578,000

Hacer o no productoynuevo 550,000

0.20

Vender 1000 >
5100000 0.20

A

$22.000 Mo publicidad venta de 2500 %13,750
513,750 1.00 0.00
Froducto actu
&0 0.00 Vender 5500 -%$1.900
$13,750 512,100 0.80 0.00
Hacer publicid
-514,000 0.00
514080 Vender 40 D'I]: 5.000
522,000 0.20 0.00

H. R. Alvarez A., Ph. D.



La decisidon de Larry

Durante la ultima semana Larry ha recibido 3 propuestas matrimoniales de 3 mujeres distintas y
debe escoger una. Ha determinado que sus atributos fisicos y emocionales son mas o menos los
mismos, y entonces elegira segun sus recursos financieros

La primera se llama Jenny. Tiene un padre rico que sufre de artritis cronica. Larry calcula una
probabilidad de 0.3 de que muera pronto y les herede $100.000. Si el padre tiene una larga vida
no recibira nada de él

La segunda pretendiente se llama Jana, que es contadora en una compaiiia.

Larry estima una probabilidad de 0.6 de que Jana siga su carrera y una probabilidad de 0.4 de que
la deje y se dedique a los hijos. Si se dedica a los hijos podria tener un trabajo de tiempo parcial
por $20.000

Si continua con su trabajo puede decidir entre,

 pasar a auditoria, donde hay una probabilidad de 0.5 de ganar $40.000 y de 0.5 de ganar
$30.000, o bien

* pasar al departamento de impuestos donde ganaria $40.000 con probabilidad de 0.7 o
$25.000 (0.3).

La tercer pretendiente es Maria, la cual sélo puede ofrecer a Larry su dote de $25.000.
éCon quién debe casarse Larry? éPor qué?
éCual es el riesgo involucrado en la secuencia 6ptima de decisiones?

Tomado de:

z 2

L ¢ L -

)8‘,?@5 N
Py 3

Gallagher. Watson. METODOS CUANTITATIVOS PARA LA TOMA DE DECISIONES EN ADMINISTRACION. McGraw Hill, México, 1982



=

Papa muere { .3)

5 |5 100000
Jenny . EnY = 5100000
EMV = 530000.0. Larga vida (.7) &
EMV =30
Ganar bien { .5) 1115 40000
Auditoria 9 EMV = $40000
EMV =
Ganar menos { .5) 135 30000
Siga su carrera ( .6} 7 EMV = S30000
EMV = Sueldo alto (.7) 13]2 40000
Impuestos 1 EMY = 340000
Jana g
EMV = Sueldo bajo ( .3)
EMV = 14 |5 26000
EMV = 525000
Quedarse en casa ( 4] 3 |5 20000
EMV = 520000
Maria

s asm

EMV = 525000
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30,000

Palre mie e 1060, 000
S 100, 00K, 30 0. 30

Jeniny >
50 1.00
430,000 Larga vida 40
§ 070 0,70
buen sueldo $40.000
§40,0000, 50 0.00
Pasar p audil
$35,000 Mo tam bueno FA0,000
§30,0000, 50 0.00
40,000
0,00
lana
g0 000

< $25,000
29,300 0.00

Deedicarse a la casa 20,0000
S 0,000 0.40 0.00

Marfa $25.000
525,000 0,00 0,00




Monica Britt ha disfrutado la navegacion en barcos pequefios desde que tenia 7 afios, cuando su madre
comenzo a navegar con ella. En la actualidad Monica considera la posibilidad de comenzar una compaiiia
para fabricar veleros pequefios para el mercado recreacional. A diferencia de la produccién de veleros en
masa, estos veleros se harian especificamente para nifios de entre 10 y 15 afios. Los botes seran de la mas
alta calidad y extremadamente estables, y el tamafo de las velas se reducira para evitar que se volteen.

Su decision basica es si construir una planta de manufactura grande, una pequefia o no construir
ninguna. Con un mercado favorable, Monica puede esperar un ingreso de $90,000 con la planta grande, o
bien, $60,000 con la planta mas pequefia. Sin embargo, si el mercado es desfavorable, Monica estima que
perderia $30,000 con una planta grande y tan solo $20,000 con una planta pequefia. Debido a los gastos
para desarrollar los moldes iniciales y adquirir el equipo necesario para producir veleros de fibra de vidrio pa-
ra nifos, Moénica ha decidido realizar un estudio piloto para asegurase de que el mercado de veleros sera
adecuado. Estima que el estudio piloto le costara $10,000. Asimismo, el estudio puede ser favorable o des-
favorable. Monica estima que la probabilidad de un mercado favorable dado que el estudio piloto fue favo-
rable es de 0.8. La probabilidad de un mercado desfavorable dado que el estudio fue desfavorable se estima
en (.9. Monica piensa que hay una posibilidad de (.65 de que el estudio piloto sea favorable. Desde luego,
Manica puede saltarse el estudio piloto y simplemente tomar la decision de construir una planta grande,
una pequefia o ninguna. Sin hacer pruebas con un estudio piloto, estima que la probabilidad de un mercado
favorable es de 0.6. ;Qué le recomendaria? Calcule el VEIM.

o I
H. R. Alvarez A., Ph. D. Syt



(0.6} Mercado favorable $50,000

]
2 0.4) Mercado desf b
ﬂ\ﬁw@aqﬁ“ (0.4} aworable 430,000

(0.8} Mercado favorable

B Planta £00,000
Grandgy e (0.4) Mercado desfaworable
-530.000
Mo realizar el estudio Minguna plamta <0
0_8) Mercado f. ble

. 0.8 SO 50,000

0.2) Mercado desfavoranh
{ | aworable 30,000

0B 'l'EEHﬂ-EI fawvorable EEEHTE
0_F) Mercado desfi bl
(o) aworable _san,

inguna planta
— ~$10,000

LA

(0.1} Mercado favorable

£50,000
B (0.9) Mercado desramrgée
—£30.000
(0.1} Mercado l'a'.turapé
£B0,000
7 {0.9) Mercadao deﬂ#rahle
—540.000
Mi lanta }
— —510,000

Con base en el criterio del VME, Monica seleccionaria no realizar el estudio y luego
elegiria la planta grande. EI VME dg gsta decision es de $42,000.



Planta Pequefia

Hacer estudio

Mercado favorable ( .8)

Estudio Favorable { .65)

Mercado no favorable { .2)

10

-10000

Plantaa Grande

Mercado favorable ( 1)
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Estudio no favorable { .35)

8

R R
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o
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¢
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Planta Pequefia

EMV =4
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Mo hacer nada

Mercado favorable { .8) 9 | &0000
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o hacer estudio ©< T
Mercado desfavorable | 24 130000
EMV =30000
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* Jerry Smith esta pensando abrir una tienda de bicicletas en su ciudad natal. A Jerry le encanta
llevar su bicicleta en viajes de 50 millas con sus amigos, pero cree que cualquier negocio
pequeno deberia iniciarse tan solo si hay una buena posibilidad de ganar dinero. Jerry puede
abrir una tienda pequena, una tienda grande o no abrir una tienda. Las ganancias dependerian
del tamano de la tienda, y de si el mercado es favorable o desfavorable para sus productos.
Como hay un local para rentar por 5 afos en un edificio que Jerry esta pensando usar, quiere
asegurase de tomar la decision correcta. Jerry también piensa contratar a su antiguo profesor
de marketing para realizar un estudio de mercado. Si el estudio se realiza podria ser favorable
(es decir, predecir un mercado favorable) o desfavorable (predecir un mercado desfavorable).
Desarrolle un arbol de decisiones para Jerry.

Jerry Smith hizo un analisis de la rentabilidad de la tienda de bicicletas. Si Jerry abre una tienda
grande, ganard $60,000 si el mercado es favorable, pero perdera $40,000 si es desfavorable. La
tienda pequena le hara ganar $30,000 en un mercado favorable y perder $10,000 en un
mercado desfavorable. Actualmente, él cree que hay una posibilidad de 50-50 de que el
mercado sea favorable. Su antiguo profesor de marketing le cobrara $5,000 por el estudio de
mercado. Se estima que hay una probabilidad de 0.6 de que el estudio de mercado sea
favorable y una probabilidad de 0.9 de que el mercado sea favorable dado un resultado
favorable para el estudio. Sin embargo, el profesor advirtio a Jerry que tan solo hay una
probabilidad de 0.12 de un mercado favorable, si los resultados del estudio no son favorables.
Jerry esta confundido.
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Modelos de optimizacion: La
Programacion Lineal
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Aspectos generales

 Se considera a George Dantzig el
padre de la P. L.

* Su objetivo es el de asignar recursos
escasos a actividades que compiten
por ellos.

http://www?2.informs.org/History/dantzig/

= Técnica matematica que permite seleccionar
el mejor curso de accion o programa de un
conjunto de soluciones factibles.

= | os modelos que describen las relaciones son
funciones lineales.

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Formulacion tipica

* El planteamiento tipico se puede suponer como:

Optimizar alguna variable dependiente, expresada como una funcion lineal de
n variables independientes, sujeta a una serie de restricciones lineales que son
a su vez funciones de las n variables independientes.

* La variable dependiente se conoce como Funcion Objetivo

* Esta relacionada a menudo con conceptos econdomicos tales como
ganancias, costos, ingresos, tiempo, distancia, etc.

* Las variables independientes son variables de decision

H. R. Alvarez A., Ph. D. 72 E



Formulacion estandar

Optimizar:

N Funcion objetivo
f(x)=Z=) cx,

j=1
sujetoa:

g(x) = Z:ai’jxj <b Vi=1,2,...,m | Restricciones
j=1 |

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Donde:

* f(.): funcion objetivo

X variables de decision

* ¢; : coeficiente de la j-ésima variable de

decision en la funcion objetivo
* 3, ;: coeficiente de la j-ésima variable de decision

en la iésima restriccion
e b

. 1 constante o limite de la i-ésima restriccion

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Las restricciones:

* En general las restricciones pueden ser de tres tipos:
e g(x)<b
* g(x)=2b,0
* g(x)=b
* La restriccion de tipo < asegura que el uso de un recurso no exceda cierto limite

 La restriccion de tipo = asegura que el uso de un recurso satisfaga un minimo
establecido

La restriccion de tipo = asegura que el uso de un recurso esté limitada a una
cantidad previamente establecida.

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Pasos para formular el modelo

* Entender bien el problema

* |dentificar las variables de decision
* Establecer |la funcién objetivo
 Establecer las restricciones

e |dentificar los limites superior e inferior de las variables de decision

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Ejemplo

Una fabrica de ventanas produce articulos de vidrio de alta calidad,
incluyendo ventanas y puertas. Tiene tres plantas. Los marcos de
aluminio se producen en la planta A, los de madera se producen en la
planta By en |la C se corta el vidrio y se ensamblan los productos.

Se ha decidido ampliar la produccion en dos articulos adicionales: un
tipo especial de puerta y una ventana de seguridad. Se ha
determinado que la empresa tiene capacidad suficiente para producir
estos articulos sin sacrificar la produccion de los otros que tiene,
aunque tendran que competir con la capacidad excedente de la planta
C. ﬁdicionalmente se conoce que se podra vender todo lo que se
produce.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 77



Datos del problema

Una fabrica de ventanas produce articulos de
vidrio de alta calidad, incluyendo ventanas y
puertas. Tiene tres plantas. Los marcos de
aluminio se producen en la planta A, los de
madera se producen en la planta By en la C se
corta el vidrio y se ensamblan los productos.

Se ha decidido ampliar la produccion en dos
articulos adicionales: un tipo especial de puerta y
una ventana de seguridad. Se ha determinado
que la empresa tiene capacidad suficiente para
producir estos articulos sin sacrificar la
produccion de los otros que tiene, aunque
tendran que competir con la capacidad excedente
de la planta C. Adicionalmente se conoce que se
podra vender todo lo que se produce.

Horas utilizadas por
unidad producida

Planta Horas
Producto disponibles
Puertas Ven;ana

A 0 4

B 0 2 12

C 2 18
Utilidad

por unidad 3 5

vendida

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Ejemplo ...

La empresa esta interesada en encontrar una mezcla
optima de puertas especiales y ventanas de seguridad a
fin de tener la mayor cantidad de ingresos posible.

79
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Formulacion

¢ Cual es el objetivo del problema?

* Encontrar cuantas puertas y ventanas producir a fin de maximizar la utilidad

éCudles son las variables de decision?

* La cantidad de puertas (x,) y ventanas (x,) a producir

¢ Cual es la funcion objetivo?

 La utilidad por ventana y puerta vendida

éCuales son las restricciones?
* Las capacidades de las plantas

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Formulacion estandar

Maximizar:
/= 3x, + 5x%,

Sujeto a:

X4 <4
2%, < 12

3X; + 2%, < 18

X1, X, 2 0

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Resolviendo el problema

e Método intuitivo
* Enumeracion completa
 Solucion grafica

e Métodos matematicos exactos
e Simplex
* Otros

* Heuristicas

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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La solucidn grafica

*Un problema de programacion lineal puede
representarse como un espacio o poligono convexo

*Formado por |a interseccion de las diferentes
restricciones o

* De manera general, se formara un hiperespacio en la
region ‘R", formado por la interseccion de m
hiperplanos, también localizados en ‘R"

H. R. Alvarez A., Ph. D. 83



¢ Qué es un poligono convexo?

e U poligono en el cual los angulos internos son
menores a 180 grados y las diagonales que pueden
traza rse son tOdaS internaS. Conjunto convexo Conjunto no convexo

* Toda linea recta que atraviese alguno de sus lados,
por lo tanto, hace que el poligono quede abarcado
por completo en uno de los semiplanos que quedaron
marcados a partir de la recta.

Definicién formal: C es convexo siy solo siparatodoa, b €
[ab] C C

Es decir, ¥t € [l]_; 1]:
(1-tla+theC

b4

L ¢ L -

50€) £
Py 3
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Solucion grafica

H. R. Alvarez A., Ph. D.

X4 <4
2%, < 12

3x; + 2%, £ 18

Xii X, = 0
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La solucién optima

* La region factible es el conjunto de valores que una variable
de decision puede asumir y simultaneamente satisfacer las
diferentes restricciones.

* Es una region convexa, por lo tanto sus esquinas son una
funcion ponderada de cualquier combinacion de los puntos
gue la forman.

* Las posibles soluciones estan localizadas en las
intersecciones o esquinas de los hiperplanos formados por
las restricciones.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 86



La solucion 6ptima

*Si existe una solucion oOptima, ésta debera estar en una
esquina.

* Si hay mas de una solucion, al menos dos de ellas deberan
estar en esquinas adyacentes.

* Existe un numero finito de soluciones esquinas.

* Si una esquina proporciona una solucion igual o mejor que
sus puntos esquinas factibles adyacentes, entonces es
optimo.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 87



La solucion optima

30

27

12

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Significado de la solucion

* La mezcla optima de productos sera
* 2 puertas y 6 ventanas
* Un ingreso o utilidad de 36 unidades monetarias

* Quedaran disponible recursos en la planta A para poder hacer 2
puertas mas (2 < 4)

* No quedaran recursos disponibles recursos en la planta B (2*6 =
12)

* No quedaran recursos disponibles en |la planta B (3*2 + 2*6 = 18)

H. R. Alvarez A., Ph. D. 89 L



Algunas condiciones especiales

* Soluciones alternas: puede existir mas de una solucion
optima, pero al menos una de ellas debe estar en una
esquina.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 90 L.



Solucion no limitada

* El espacio o region de la solucion no esta limitado por
ninguna restriccién, por lo que la solucién podra variar de
manera infinita sin limite. Normalmente esto indica un error
en la formulacion

H. R. Alvarez A., Ph. D. o1 L



Problema no factible

* Cuando el conjunto de soluciones es un conjunto vacio, esto
es, no hay puntos dentro de la region factible que satisfaga
todas las soluciones

Regidn para restricciones 1y 2

Region para restriccion 3

e

H. R. Alvarez A., Ph. D. 92



Restricciones redundantes

* Hay mas de una restriccion que no afecta la region factible, al
estar la misma limitada por otras restricciones. Estas
restricciones no son necesarias para encontrar la solucion del
modelo

- Restricciones redundantes

~

H. R. Alvarez A., Ph. D. 93



La Programacion Lineal — El
Método Simplex
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El Método Simplex

* Desarrollado en 1947 por George Dantzig como parte de un proyecto para
el Departamento de Defensa

e Se basa en la propiedad de la solucion esquina de P. L.

* Es un proceso iterativo

* Solucidn inicial en el origen lo que obliga a crea un problema con condiciones
iniciales
e Busca una solucion en cada esquina del sistema R", partiendo del origen

* Prueba de optimalidad
e Complejidad O(n)

* No se ha desarrollado método mas confiable para problemas grandes (n, m
> 10,000)

H. R. Alvarez A., Ph. D. 95



La solucion inicial

* E| Simplex asume una solucion inicial en el origen, por
lo que todas las variables iniciales son cero.

* Para poder que exista una solucion inicial factible,
Simplex se ve obligado a crear una forma aumentada.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 96 L



La solucion aumentada

* Es la solucion a un problema de programacion lineal
expresado originalmente de manera estandar y que ha sido
aumentado introduciendo las variables de holguray
artificiales correspondientes.

* Una solucion basica es una solucion esquina aumentada

* Una solucion basica factible es una solucion esquina
aumentada factible.

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Propiedades de la solucién

* Grados de libertad del modelo: es la diferencia entre
el numero de variables en |la forma aumentada y el
numero de restricciones (no considerando la no
negatividad)

* A fin de poder resolver un sistema de ecuaciones,
habra que dar valores arbitrarios a las variables que
exceden. Simplex asume 0

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Expresion aumentada: Convertir todas las restricciones
en igualdad

e E|l caso de <
* Es necesario afadir una variable de holgura
XS4, X, =4 X3, X, +X3=4
* El caso de 2
* Es necesario anadir una variable de excedente
X;25;X;=5+X,, X, =X, =5
* Es necesario afadir una variable artificial x. tal que, x; - x, + X =5 y no viole |a
condicion de x. > 0 en la solucidn inicial donde su coeficiente en la solucion

7 J . e e o
sera M>>0 tal que x; tenga que ser cero para que no la variable artificial no
aparezca en la solucion

* Es caso de =
 Se anade una variable artificial con coeficiente M en la solucion
X;=5;X;+X;=5

H. R. Alvarez A., Ph. D. 99



Otra vez el ejemplo Wyndor

Una fabrica de ventanas produce articulos de vidrio de alta calidad, incluyendo ventanas y
puertas. Tiene tres plantas. Los marcos de aluminio se producen en la planta A, los de
madera se producen en la planta By en la C se corta el vidrio y se ensamblan los productos.

Se ha decidido ampliar la producciéon en dos articulos adicionales: un tipo especial de
puerta y una ventana de seguridad. Se ha determinado que la empresa tiene capacidad
suficiente para producir estos articulos sin sacrificar la produccion de los otros que tiene,
aungue tendran que competir con la capacidad excedente de la planta C. Adicionalmente
se conoce que se podra vender todo lo que se produce.

La empresa esta interesada en encontrar una mezcla 6ptima de puertas especiales vy
ventanas de seguridad a fin de tener la mayor cantidad de ingresos posible.

Capacidad utilizada por unidad
ants producida Cgpaci _da d
Producto disponible
Puertas Ventanas
A 1 0 4
B 0 2 12
C 3 2 18
Utilidad por unidad vendida 3 5

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Formulacion estandar

Maximizar:
/= 3x, + 5x%,

Sujeto a:

X4 <4
2%, < 12

3X; + 2%, < 18

X1, X, 2 0

H. R. Alvarez A., Ph. D.5 101



Uso de software: QM

=, QM for Windows - [Data Table]

JJEiIE Edit View Module Format Tools 'Window Help

Entrada D= @& BB 5& F v 6w 58 002 - To A % | K2 (2)] % step | b Sohe
de datos |,y - 82| BrU|SE=SS0CA-D- -
:Ell:uiec:tive  Instruction
= Mavimize Enter the value for planta 3 for rhs. Any non-negative value
" Minimize
Puertas “entanas RHS
Maximize 3 2
Planta 1 1 0|== 4
Planta 2 0 2| == 12
Planta 3 3 2| <= 14

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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Respuesta QM

=, QM for Windows
JJE“E Edit Wiew Module Format Tools Window Help

DeE&S B 5E 0w

Tia Nl

Sz - @

; - [ == = - > LEE -
J_I.-'-‘-.rlal 52| B 7 U/l E==0€A-D-

Dhjective — Instruchion
o [V There are more resultz available in additional windows.,
" Minirmize
= Linear Programming Results

Puertaz ‘“fentanasz RHZ Dual
Maximize 3 5.
Planta 1 1 0. = 4 0
Planta 2 0 2. = 12 1.5
Planta 3 3 2. == 18. 1
Solution-= 2 6. 336,

H. R. Alvarez A., Ph. D.

1 for Windows

Edit VWiew Module Format Tools Window Help

DH%|& ﬁﬁ" '|'|TLE|HE-ﬁE§|l§-1DD35 -~ = ﬁ
| -82- B 7 U|=SE==0
chive — Instruction
{aximize There are m
inimize

near Programming Results

; Variable Status Value
E
E Puertas Basic Z.
E “entanas Basic 6.
— |=lack 1 Basic 2.
__|=lack2 HONBasic 0.
~ |slack 3 NONBasic 0.
Optimal Value (Z) 36.




El precio sombra

* El precio sombra del recurso i mide el valor marginal de dicho recurso,
es decir, la tasa en que Z puede cambiar si varia el recurso b.

 El valor en que se puede “vender” cada unidad de recurso i de tal
manera que se indiferente utilizarlo o venderlo.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 104



Analisis de sensibilidad o post-6ptimo

* Estudia las posibles variaciones del problema una vez esta ha sido
resuelto.

* Se utiliza para determinar la variacion de un coeficiente o de una
restriccion sin variar la validez de una solucion.

* Se hace debido a:
 El| alto costo de desarrollar otro modelo de P. L.
 Ver la variacion de datos aproximados
e Estudiar diferentes escenarios

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Analisis de sensibilidad

* Es una de las partes mas importantes en la programacion lineal.

* Permite determinar cuando una solucion sigue siendo oOptima dados
algunos cambios en el problema.

* Consiste en determinar que tan sensible es la respuesta optima al cambio
de algunos datos como los coeficientes de la funcion objetivo) o los
términos independientes de las restricciones.

* Consiste en establecer un intervalo de numeros reales en el cual el dato
gue se analiza puede estar contenido, de tal manera que la solucion sigue
siendo optima siempre que el dato pertenezca a dicho intervalo

* Los analisis mas importantes son;

* Los coeficientes de la funcion objetivo; vy
* Los téerminos independientes de las restricciones

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Cambios paramétricos

 Cambios en el coeficiente de una variable no basica: no afectan la
solucion ya que estas no aparecen en la solucion del modelo.

* Introduccion de una nueva variable: habra que ver si la nueva
restriccion afecta la solucion del dual

* Cambios en b;: pueden cambiar el problema y los precios sombra

e Cambios en los coeficientes de la variable basica: afecta el valor de |la
funcion objetivo.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 107



Costo reducido

* En las soluciones no degeneradas, el costo reducido de cualquier variable
de decision se define como cuanto tendria que cambiar el coeficiente de
dicha variable, en la funcion objetivo, para tener un valor optimo
positivo.

* Si una variable ya es positiva en la solucion 6ptima, su costo reducido es
cero.

* Por el contrario, si el valor optimo de una variable es cero, entonces,
segun la definicion de costo reducido, dicho costo es el incremento o el
decremento permisible que corresponde a dicha variable.

H. R. Alvarez A., Ph. D. 108



Analisis para los coeficientes de la funcion
objetivo

* El objetivo es encontrar el rango de los coeficientes para que la
solucion original se mantenga 6ptima

, . Méax Z=3x+2y
Todas las lineas rojas

mantienen la solucion optima. sfa Sx+8y=40
Las lineas azules generan una 20x+10v =100
. nueva soluciéon optima pues x>0 v>0

existe un area de la region
factible sobre ellas

.\\
9 \,:\zuox + 10,0 = 100.0

H. R. Alvarez A., Ph. D. 109 Swo



Analisis para los términos independientes
de las restricciones

* El objetivo sera
problema origina

que las restricciones que le daban solucion al
, le den también solucion al nuevo problema

L -
.

b4

L AN -

s0¢) §
Py 3
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Respuesta QM: Analisis de sensibilidad

Linear Programming Results

{ir Ranging

(u
Varable Value| Reduced Cost|  Oriinal val| Lower Bound| Upper Bound:
Puertas 2. 0. 3. 0. 7.5
Ventanas 6. 0. 3. 2. Infinity
Constraint Dual Value | Slack/Surplus Original Val| Lower Bound Upper Bound
Planta 1 0. 2. 4, 2. Infinity
Planta 2 1.5 0. 12. 6. 18.
Planta 3 1. 0. 18. 12. 24,

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Procesos estocasticos, Variables
Aleatorias y Principios de Simulacién
Montecarlo



Definicion de proceso estocastico

Estudio del comportamiento de una variable aleatoria a lo largo del tiempo

El ajuste de cualquier modelo tedrico que permita hacer pronosticos o
predicciones sobre el comportamiento futuro de un proceso.

Es un concepto matematico gue sirve para caracterizar y estudiar todo tipo
fendmenos aleatorios (estocasticos) que evolucionan, generalmente, con el
tiempo.

En estadistica, y especificamente en la teoria de la probabilidad, un proceso
estocastico es un concepto matematico que sirve para caracterizar una sucesion
de variables aleatorias (estocasticas) que evolucionan en funcidon de otra variable,
generalmente el tiempo.

Asi, consiste en una sucesion de variables aleatorias indexadas por una variable
(continua o discreta), generalmente, el tiempo.

Cada una de las variables aleatorias del proceso tiene su propia funcion de
distribucion de probabilidad y, entre ellas, pueden estar correlacionadas o no.



Ejemplos

-

e Senales de telecomunicacion

e Senales biomédicas (electrocardiograma, encefalograma, etc...)
e Senales sismicas

e E| numero de manchas solares ano tras afo

e E|l indice de la bolsa segundo a segundo

e La evolucion de la poblacion de un municipio afno tras ano

e E| tiempo de espera en cola de cada uno de los usuarios que van
llegando a una ventanilla

eE|l clima es un gigantesco cumulo de procesos estocasticos
interrelacionados (velocidad del viento, humedad del aire,
temperatura, etc) que evolucionan en el espacio y en el tiempo.




Casos especiales de procesos estocasticos

* Proceso estacionario; si la funcion de distribucion co O’unta de cualquier
%ubconjunto de variables es invariable respecto a un desplazamiento en el
iempo

. Srq[cebsogomogeneo variables aleatorias independientes e idénticamente
istribuidas

* Proceso de Markov: Aquellos procesos discretos en que la evolucion sélo
depende del estado ac uaI vy no de los anteriores.

* Proceso de Gauss: Proceso continuo en el que toda combinacion lineal de
variables es una variable de distribucion normal.

* Proceso de Poisson

. IF\’/Eockeso de Gauss-Markov: Son procesos, al mismo tiempo, de Gauss y de
arkov

* Proceso de Bernoulli: Son procesos discretos con una distribucion binomial.



Proceso estacionario

* Es un proceso estocastico cuya distribucion de probabilidad en un
instante de tiempo fijo o una posicion fija es la misma para todos los
instantes de tiempo o posiciones. /

* En consecuencia, parametros tales como la media y la varianza, si
existen, no varian a lo largo del tiempo o la posicion.



Series temporales

* Una serie temporal describe |la evolucion aleatoria de una variable en el
tiempo.

* Es el modelado de un proceso estocastico en tiempo discreto, donde los
elementos de | estan ordenados y corresponden a instantes equidistantes del
tiempo.

¢ S||={1; . 'In}l Iaserieesyl’VZ’ ERPA [V
Un caso especial

e Un paseo aleatorio se modela mediante la siguiente expresion: X(t + t) = X(t) +
O(t)

* donde O es la variable aleatoria que describe la ley de probabilidad para tomar
el siguiente paso y t es el intervalo de tiempo entre pasos subsecuentes.



Ejemplo: modelado del clima

 Se considera la que distribucion de la temperatura es la misma en 13 afos
observados, entonces se tendra 13 trayectorias del proceso con 12 variables
aleatorias cada una, una por mes. Igual puede hacerse lo mismo con la serie de
las lluvias.

Temperatura lTuvia




Ejemplo: proceso quimico

* La medida de la concentracion de una sustancia se toma cada minuto durante 5 horas.
Se repite esto en distintos dias bajo las mismas condiciones para obtener informacion
sobre la distribucién del proceso. Se tendran varias series de la forma vy,,..., Y3q0
provenientes del mismo proceso, una para cada dia.

Proceso gquimico
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Ejemplo: proceso simulado

* Se han generado seis trayectorias de tamano T = 300; y,;, . . ., Y300, de un paseo
aleatorio (Yt) con 62 = 1, se han representado en la figura. Se puede ver que el grafico

de las distintas trayectorias nos da informacion sobre la distribucion de probabilidad
del proceso.
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Imensiona
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Paseo aleatorio bi

Movimiento Browniano




Distribuciones de probabilidad

e Una variable aleatoria toma cada uno de sus valores con cierta
probabilidad.

* La funcion de probabilidad es la representacion de todas las
probabilidades de una variable aleatoria X mediante una expresion
matematica tal que

P(X =x) = f(x)



Distribuciones de
Probabilidad discreta



Distribuciones de probabilidad discretas

. El conjunto de pares ordenados (x, f(x)) es una funcion de
probabilidad discreta o distribucion de probabilidad discreta
de la variable discreta X, si para cada resultado x
1. f(x)=0
2. T f(x)=1
3. P(X=x)=f(x)

. La distribucion acumulada F(x) de una variable aleatoria
discreta X con distribucion de probabilidad f(x) es:

F(x) =P(X £x) =2, f(t) para-c0<x< o0



VMedia de una variable aleatoria

* La media de una variable aleatoria es el valor mas
esperado de dicha variable.

u=E(X)= ) xf(x)



Varianza de una variable aleatoria

e Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidad
f(x) y media p, la varianza de X sera:

6” = E|(X - )’ |= " (x—p)*f(x)

X

Donde la desviacion estandar o sera la raiz
de |la varianza



Distribucion uniforme discreta

* Si la variable aleatoria 1
discreta X toma valores P(X=Xx)=1f(x;k) =~
discretos X;, X5, ..., X, con K

igual probabilidad, entonces k
estos valores estan Z X;
distribuidos en funcion a la =
Distribucion Uniforme H= _k
Discreta:
K
2
2 (Xi—1)
62 _ i=1




El Proceso de Bernoulli

* El experimento consiste en n pruebas iguales que se repiten

e Cada prueba produce un resultado que se puede clasificar como éxito
o fracaso

* La probabilidad de un éxito, p, permanece constante en cada prueba
e Cada prueba es independiente



La Distribucion Binomial

* En experimento de Bernoulli

puede tener como resultado
un éxito con probabilidad p vy
un fracaso con probabilidad
1-p. Entonces la distribucion
de probabilidad de la variable
aleatoria X, el numero de
éxitos en n pruebas
independientes es:

P(X = x) = fxnx) =| " jp*g"™*
X

donde
n n!

x__ﬂm—xﬁ




Proceso de Poisson

* Son aquellos experimentos donde los resultados
ocurren durante un intervalo dado o en una region
especifica.

* Los resultados que ocurren en un intervalo son
independientes de los resultados en otro intervalo o
region.

* La probabilidad de que ocurra un solo resultado
durante un intervalo muy corto es proporcional a |la

longitud del intervalo y no depende del numero de
resultados en otros intervalos

* La probabilidad de que se den resultados simultaneos
en un intervalo es despreciable.



Distribucion de Poisson

* Sea X la variable aleatoria asociada con la ocurrencia
de eventos en un proceso de Poisson. Esta variable
estara distribuida de acuerdo a la siguiente funcion:

e (LI L)X

P(X=X)= ,parax=1,2,3,...
X e_llx(]./}\,)k

P(X<X) =

(X<X) kzc; "

u=c =1/A

Donde 1/A es el niumero promedio de eventos por unidad
de tiempo



Distribuciones de
Probabilidad
continuas



Distribuciones de probabilidad continuas

. El conjunto de pares ordenados (x, f(x)) es una funcion de
probabilidad continua o funcion de densidad de
probabilidad de |a variable aleatoria continua X, definida en
el conjunto de numeros reales R, si:

1. f(x)20, paratodax eR

2. Imf(x) =1
3. Pla<x<b)=] _ . f(x)dx

. La distribucion acumulada F(x) de una variable aleatoria
continua X con distribucion de probabilidad f(x) es:

F(x) = P(X <x) =], f(t)dt para-00<x <o



VMedia de una variable aleatoria

* La media de una variable aleatoria es el valor mas
esperado de dicha variable.

u=E(X) = J:xf(x)dx



Varianza de una variable aleatoria

e Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidad
f(x) y media p, la varianza de X sera:

6% =E[(X-w)?|= [ (x—p)*f(x)dx

Donde la desviacidn estandar o sera la raiz
de |la varianza



Distribucion uniforme

e Una variable aleatoria continua X tendra una
distribucion uniforme en el intervalo [a, b] de |a
forma:

< d
P(ng):j@bfya

2
|- a\+b’62 _(b-a)
2 12




Distribucion exponencial

 La variable aleatoria continua X tiene una
distribucion exponencial con parametro A si su
funcion de probabilidad esta dada por:

re ™ x>0
f(x) = .
0, en cualquier otro caso

P(X < X) = jox e dy

PO<X<x)=1—e "

Donde 1/A es el niumero promedio de eventos por unidad
de tiempo



Distribucion normal

* Es la distribucion mas importante en el campo de
la estadistica

* La curva normal describe aproximadamente
muchos fenomenos que ocurren en la naturaleza

e Desarrollada en 1733 por Abraham DeMoivre

* Aunque fue Karl Fiedrich Gauss quien demostro
su aplicabilidad



Distribucion normal

* La funcion de probabilidad de la variable aleatoria
normal X, con media u y varianza o2 esta dada
por:

1 J[X-u

f(x)= e’ } -0 < X < 0
2TC




Caracteristicas de |la curva normal

* La variable aleatoria normal X se expresa como N(u, 6?)

* La moda esta localizada en el punto donde x = u

* La curva es simétrica en el eje de la media

* Sus puntos de inflexion estanenx=pt o

e Se aproxima al eje horizontal de manera asintotica en ambos lados

e Su area total esiguala 1l
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Areas bajo la curva normal

* Es matematicamente dificil calcular las
probabilidades o el area bajo la curva normal:

%I {“}X

e Se determina el valor normalizado estandar tal
que N(0,1)

P(x, < X< X,)=




Areas bajo la curva normal

¥ Ll

il i

X

Ejemplo:
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Areas bajo la curva normal

L

Ejemplo:
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Simulando procesos
estocasticos estacionarios



Funciones generadoras
Exponencid :

X. ==1/1In(R.)
Uniforme:

X =a+(b-a)xR
Normal :

X. = u+(6R —3)o




a,b W,

1/ 3 10
10 12 2
xo=—1/ AR, x —a+(b—a)~R, X, = 1+ (6R, — 3o
exponencial uniforme normal

=-SBS3*LN(ALEATORIO()) ~ =5C52+(SCS3-SCS2)*ALEATORIO() =SDS2+{6*ALEATORIO()-3)*SDS3
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Crecimientos aleatorios .

Vir1 = (1 +U(a, b)) +y;i  yiz1 =

1\;'{1 +U(a,b)
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Paseo aleatorio

* Se hacen siete corridas aleatorias para la funcion

Viv1 = (1 +U(a,b)) + y;

Con parametros:
a=-10
b= 10
y:= 0
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Modelado estocastico

 Cuando se realiza un analisis deterministico a un modelo, una serie de
supuestos y variables producen un resultado de valor unico.

* Mientras que un analisis estocastico o probabilistico le da al analista un rango
de valores como resultado.

* Los resultados estocasticos son mucho mas realistas que estimados de valor
unico ya que se enfocan tanto en la probabilidad de ocurrencia como en las

Consecuencias O im ArtAc AA lAc rincane nAartAancialAac -
r Resultado de Modelo Estatico Resultados de Modelo Probabilistico

Valor del Proyecto Valor del Proyecto
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Meétodos Monte Carlo

* Abarcan una coleccion de técnicas que permiten obtener soluciones de
problemas matematicos o fisicos por medio de pruebas aleatorias
repetidas.

* En la practica, las pruebas aleatorias se sustituyen por resultados de ciertos
calculos realizados con numeros aleatorios.

 La Simulaciéon Mone Carlo es una técnica de analisis de ,riesFos que
incorpora multiples simulaciones de resultados con |a variabilidad de
elementos individuales para producir una distribucion de resultados
potenciales.

e Para cada simulacion, la herramienta de simulacion Monte Carlo escoge al
azar un valor para cada evento de riesgo dentro de su rango de valores
gos;b{es, pero de acuerdo con la probabilidad de ocurrencia de cada uno

e estos.

* Luego se combinan los valores escogidos al azar para generar un solo
resultado para una simulacion. Este proceso se repite un cierto numero de
veces (tipicamente mas de 1,000 iteraciones), y se produce un rango de
resultados potenciales igualmente probables.



Historia

* El método fue llamado asi por el principado de Mdnaco por ser “la
capital del juego de azar”, al tomar una ruleta como un generador simple
de numeros aleatorios.

* El nombre y el desarrollo sistematico de los métodos de Monte Carlo
datan de circa 1944 con el desarrollo de la computadora.

* El uso real de los métodos de Monte Carlo como una herramienta de
investigacion, proviene del trabajo de la bomba atémica durante la
Segunda Guerra Mundial.

 Este trabajo involucraba |a simulacion directa de problemas
probabilisticos de hidrodinamica concernientes a la difusion de
neutrones aleatorios en material de fusion.



Algoritmo

* Determinar las variables aleatorios y sus distribuciones acumuladas.
 Generar un numero aleatorio uniforme U € (0, 1)
* Determinar el valor de la variable aleatoria sl s v

sea necesario

gue corresponde el numero aleatorio generado

de acuerdo las clases que se tengan
* Determinar los diferentes parametros estadisticos para la simulacion
* Analizar los resultados para diferentes corridas.



NUumeros aleatorios

Deben tener igual probabilidad de salir elegidos.
No debe existir correlacion serial
Se generan por tablas (Rand 1955), o por dispositivos especiales: ruleta.

En la practica se utilizan algoritmos y se generan numeros pseudo aleatorios.
e Sustituyen a los numeros aleatorios.
e Se generan por algoritmos o férmulas.
* Se debe asegurar la existencia de secuencias largas y densas.
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1.00

La funcion de probabilidad invertida

F(X)

Funcion de probabilidad acumulada

En la simulacion de Monte Carlo, se
genera de manera aleatoria una
probabilidad acumulada (0 £ F(X) < 1) y se
determina el valor de la variable aleatoria
correspondiente
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Otros elementos importantes

t;F‘H“ ~ Pn)
NUmero de réplicas T=-2

AE

5

Intervalo de confilanza X T In—]. -/ 2
A1



Ejemplo: Se tiene la siguiente distribucion de la demanda
(dias):

Demanda Frecuencia
42 17
45 20
48 40
51 15
54 10

Modelar estocasticamente su comportamiento y encontrar sus
parametros principales. Hacer un analisis de los mismos.
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Ejemplo 2

Se quiere analizar la rentabilidad de una inversion a cuatro anos de cierto
producto.

Se estima que la demanda del mismo esta uniformemente distribuida con
valores entre 8 y 13 unidades anuales con un precio de $35,000 cada una.
Los costos fijos anuales son de $15,000 vy los variables del 75% de las
ventas. La depreciacion anual del equipo necesario es de $10,000 y se
estima una inversion de $150,000. El costo de capital es del 10% vy los
impuestos se calculan en base a una tasa del 34%.

A fin de tener un estimado realista, se sugiere desarrollar 100 simulaciones
del comportamiento de la inversion y calcular el promedio del valor
presente de la misma antes de tomar una decision.



B C D F
1 % 150,000.00 Costos variables 75% delc
2 3 35,000.00 Costo de capital 10%
3 3 15,000.00 Impuestos 34%
4 |3 10,000.00 Demanda max 13
5 min 8
A B C

13 |Unidades vendidas =REDOMDEAR({F55+{5F54-5F55)"ALEATORIO{).0)

14 [Ingresos por ventas =5B32°C13

15 |Costos variables =3E31°C14

16 (Costos fijos =3B43

17 |Depreciacion anual =564

18 |UA =C14-SUMA(C15:C17)

19 [Impuestos =5E53*C13

20 |Utilidad Meta =C18-C19

21 [Mas: Depreciacion anual =564

22 |Flujo Meto =-B12 =C20+C21

23

24 VPN =VNAEZ C22:F22)+B22

£
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Inversion Inicial
Precio de venta
Costos fijos
Depreciacion anual

z 150,000.00 Cosztos variables T5% de lo=ingresos
3 35,000.00 Co=sto de capital 10%
% 15,000.00 Im puesins 34%
z 10,000.00 Demanda max 13
min &
Afio 0 1 2 3
Inver=zion Inicial F 150,000.00
U nidades vendidaz 10 10 13
Ingrezos por ventas 3 350,000.00 § 35000000 §  455000.00
Costos variables g 26250000 5 28250000 5 341 250.00
Costoz fijoz g 1500000 5 1500000 % 15,000.00
Depreciacion anual 5 1000000 3 10,000.00 5 10,000.00
LAl g 6250000 % 6250000 % 88, 750.00
Impuestos g 225000 % 2125000 § 30,175.00
Utilidad Meta 5 4125000 % 4125000 5 58,575.00
Mas: Depreciacion anual g 1000000 % 10,000.00 % 10,000.00
Flujo Neto £(150,000.00) 5 5125000 % 5125000 § 68,575.00
Valor presente g 2547213 A | 5 |
1 |Simulacion | VPN
2 | 1 2547213
3| 2 2507375
A | 3 51,595 91
5| 4 1376120
6 | 5 2507375
| 6 31,55046
g | ¥ 2949542
9| 8 5080703
10| 9 2863949
1 100 44 338 21
12| 11 16,005.57
A3 12 50,018.15
14 | 13 2464381
15 | 14 3341222
16 | 15 3,344 03
A7 | 16 20,738.85
18 | 17 2156717
18| 18 38,567.55
20 | 19 35,494.86
2| 20 3688329
22 21 4607375
73] 22| 49 106 99

10

350,000.00

262,500.00
15,000.00
10,000.00
£2,500.00
21,250.00
41,250.00
10,000.00
51,250.00



Resultados de |la simulacion

Varigble N Media Desv.Eat. Minimo Mediana Maximo

T

VEN 100 31630 13347 2038 324534 58485

Histograma (con curva normal) de VPN

16 Media 31680

Desv.Est. 13347
144 /_\ N 100
124
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