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= Tiene como objetivo modelar en forma matematica el
comportamiento de una variable de respuesta en
funcion de una o mas variables independientes
(factores).

= Para estimar los parametros de un modelo de
regresion son necesarios los datos.

= Estos pueden obtenerse de experimentos planeados,
de observaciones de fenomenos no controlados o de
registros historicos.
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regresion lineal. Sond

= El término regresion fue introducido por Galton en su libro “Natural

inheritance’ (1889) refiriéndose a la “ley de la regresion universal”:
“Cada peculiaridad en un hombre es compartida por sus descendientes, pero en

media, en un grado menor.”
Regresién a la media

= Su trabajo se centraba en la descripcion de los rasgos fisicos de los
descendientes (una variable) a partir de los de sus padres (otra variable).
= Pearson (un amigo suyo) realizé un estudio con mas de 1000 registros
de grupos familiares observando una relacion del tipo:
= Altura del hijo = 85cm + 0,5 e altura del padre (aprox.)
= Conclusién: los padres muy altos tienen tendencia a tener hijos que heredan

parte de esta altura, aunque tienen tendencia a acercarse (regresar) a la
media. Lo mismo puede decirse de los padres muy bajos.

= Hoy en dia el sentido de regresion es el de prediccion de una medida
basandonos en el conocimiento de otra.




Reconociendo relaciones
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Para valores de X por encima de la media
tenemos valores de Y por encima y por debajo
en proporciones similares: Descorrelacion.

«Para los valores de X mayores
gue la media le corresponden
valores de Y mayores también.

+Para los valores de X menores
gue la media le corresponden
valores de Y menores también.

+Esto se llama relacién directa o
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Para los valores de X mayores que la
media le corresponden valores de Y
menores. Esto es relacion inversa o
decreciente.
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Buena o mala relacion
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Independencia. relacion.

*Lo de “horquilla estrecha” hay que

entenderlo con respecto a la dispersion
\ que tiene la variable Y por si sola, cuando
no se considera X.
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Covarianza M

La covarianza entre dos variables, S,,, indica si la
posible relacion entre dos variables es directa o
inversa:

Directa: S,, > 0
Inversa: S,, < 0
Descorreladas: S,, = 0

El signo de la covarianza da una idea de la nube de
datos, pero no dice nada del grado de relacion.
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Coeficiente de correlacion de Pearson (r) {5
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= Indica si los datos tienen una tendencia a disponerse
alineadamente (excluyendo rectas horizontales y verticales).

= Tiene el mismo signo que S, . Por tanto de su signo obtenemos el
que la posible relacion sea directa o inversa.

= Es util para determinar si hay relacion lineal entre dos variables,
pero no servira para otro tipo de relaciones (cuadratica,
logaritmica, ...)

= Solo toma valores en [-1,1].

= Cuanto mas cerca esté r de +1 o -1 mejor sera el grado de relacion
lineal.
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i Regresidn lineal simple

Sean dos variables X'y Y, suponga que se quiere explicar el
comportamiento de ¥/

= Yse le llama la variable dependiente o la variable de respuesta
y a X se le conoce como variable independiente o variable
regresora.

= La variable X' no necesariamente es aleatoria, ya que en muchas
ocasiones el investigador fija sus valores. Y siempre es una
variable aleatoria.

= Una manera de estudiar el comportamiento de Y con respecto a
X es mediante un modelo de regresion que consiste en ajustar
un modelo matematico de la forma: Y = AX) a la pareja de
puntos, con base en los valores que toma X.
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El modelo de regresion:

T

Suponga que las variables Xy Y estan relacionadas
linealmente y que para cada valor de X, la variable
dependiente, Y, es una variable aleatoria.

Es decir, que cada observacion de Y puede ser
descrita por el modelo:

yi:l@()_l_l@lxi_l_gi

donde ¢ es el error aleatorio normalmente distribuido
con media cero y varianza o2. También suponga que
los errores aleatorios no estan correlacionados.

El modelo se conoce como regresion lineal simple.



—

Calculo de los parametros:

=  Mediante minimos cuadrados:

5= Z( ) Z (y,-—[ﬁ0+ﬁ,x,-])2

i=1
= Derivando con respecto Ba Y B

B S 2y, 1B, + B )

8180 i=1
EA) .
— —_-3 —[B. +
8181 i=1 }L(" [ﬁﬂ )81’{])
= Igualando a cero y resolviendo para B, Y B;
[}lzi _2 (x;, —x)(y, —\)—Z Xy — o1 X))
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Regression Line

Probability Distribution of ¥

Comportamiento de la
linea de regresion




¢Que tan buena es la regresion? gg

Imaginemos un diagrama de
dispersién, y vamos a tratar de
comprender en primer lugar qué

es el error residual, su relaciéon ©
con la varianza de Y, y de ahi, ©
como medir |la bondad de un
ajuste.
O O
@)




Interpretacion de la variabilidad de Y 2

En primer lugar olvidemos que Y
existe la variable X. Veamos cual

. . ) e @)
es la variabilidad en el eje .
<fbese e e s s 85 e e e e O
La franja sombreada indica la zona
donde varian los valores de Y.
O | @)
R @)

Proyeccion sobre el
eje Y = olvidar X.
N O ............................................................................................. >
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El residuo (%R
-
Fijémonos ahora en los errores de prediccion
N (lineas verticales). Los proyectamos sobre el Y
“eje .

Se observa que los errores de prediccién,
residuos, estan menos dispersos que la
variable Y original.

Cuanto menos dispersos sean los L
residuos, e
mejor sera la bondad del ajuste.
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Bondad de ajuste

Resumiendo:

» La dispersion del error residual sera una
fraccién de la dispersidn original de Y.

*Cuanto menor sea la dispersiéon del error
residual mejor sera el ajuste de regresién.

Eso hace que definamos como medida
de bondad de un ajuste de regresion, O
o coeficiente de determinacion a:

_ Variabilidad explicada por el modelo
- Variabilidad total




Prueba de hipotesis del modelo de  «g~,
regresion VY
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Una forma de probar que tan bien se explica la
relacion entre Xy ¥

Una forma de hacer esto es probar una serie de
hipotesis sobre el modelo.

Para ello se supone una distribucion normal para el
término de error, ¢, con media cero y varianza c?.

La hipotesis de mayor interés plantea que la
pendiente es significativamente

diferente de cero.

Esto se logra al probar la siguiente hipotesis:
H, : B,=0
H, : B,#0
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Intervalo de confianza para los parametros de la regresion
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iANOVA del modelo de regresiéon ¥

= Se descompone la variabilidad observada, y
a partir de ello se prueba la hipotesis.

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado

variacion cuadrados libertad medio
Regresion SCr= ‘{}1 Sxy 1 CM, CM,/CM Pr(F > F)
Error o residual | SC, = Syy— ﬁl Sxy n—2 CMp

Total S}}. n—1
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Ejemplo:

= Se quiere investigar la forma en que se relaciona la cantidad de
fibra (madera) en la pulpa con la resistencia del producto

GHIVER

(papel).
= Los datos obtenidos en un estudio experimental se muestran en
la tabla Porcentaje - .
de fibra Resistencia
4 134
6 145
8 142
10 149
12 144
14 160
16 156
18 157
20 168
22 166
24 167
26 171
28 174
30 183




Analisis de regresidn lineal

Variable N R®= Rf® A3j ECMP AIC BIC
Resistencia 14 0.93 0.952 20.22 81.51 83.43

Coeficientes de regresion y estadisticos asociados

Resistencia con respecio a Porcentaje de fibra

I I 1
17.00 2415 31.30

Forcentaje de fibra

. Resiztencia

——— PRED Resistencia

Coef Est. E.E. LI(95%) L5(95%) T p-valor CpMallows VIF
const 130.67 2.42 125.41 135.94 54.05 <0.0001
Porcentaje de fibra 1.62 0.13 1.34 1.90 12.64 <0.0001 159.75 1.00
Cunadro de Analisis de la Varianza (SC tipo IIT)
F.V. 5C gl CM F p-valor
Modelo. 2400.53 1 2400.53 159.75 <0.0001 185 45+
Porcentaje de fibra 2400.53 1 2400.53 159.75 <0.0001
Error 180.33 12 15.03
Total 2580.86 13 171.57
m
o
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g
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SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics .31:. ;Qr
Multiple R 0864432318 g

R Square 0.930129695 Porcentaje de fibra Residual Plot

Adjusted R Square 092430717 ]
Standard Error 3.876481166 10 :_?:'5
Observations 14 5 - * - .

-] -
Q -
ANOVA E 5 1 #s Yo 15 o+ %t 5 MIWJN
df 55 MS F gnificance F *
Regression 1 240053 2400.53 155747 2.7E-08 -i0 Parcentaje de fibra
Residual 12 180325 15.0271
Total 13 2580.86
Coefficients  andard Err tStat | P-volue .ower 95%pper 95%awer 95 05pper 95 0% Porcentaje de fibra Line Fit Plot
Intercept 130.6747253 2.4177% 54.0472 11E-15 125407 135543 125407 135543
Porcentaje de fibrz 1624175824 01285 126391 2.7E-08 134419 190416 1.3441% 190416 am
180 guv® i
160 .y gu®
o 140 L
RESIDUAL QUTPUT PROBABILITY QUTPUT E :i
E a0 # Resistencia
Ohservation edicted Resistenc Residuals Percentile Resistencia a0 B Predicted Resictenci a
1 137.1714286 -3.17143 3.57143 134 a0
2 1404197802 4.58022 10.7143 142 20
3 143.6681319 -1.66813 17.8571 144 o
4 1469164835 2.08352 25 145 a 10 20 30 &0
5 150.1648352 -6.16484 32.1429 148 Parcentaje de filra
] 153.4131868 658681 39.2857 156
7 156.6615385 -0.66154 464286 157
B 159.9098901 -2.90989 53.5714 160
9 163.1582418 4.84176 60.7143 166
10 1664065034 -0.40659 67.8571 167 Normal Probability Plot
11 169.6549451 -2.65455 75 168 m
12 1729032967 -1.9033 82,1429 171 . b *
13 176.1516484 -2.15165 B9.2857 174 £ 150 S . et
14 178.4 3.6 06.4286 183 5
5 100
Resistencia £ s
[}
200 o 20 a0 ] a0 1M 1
150 Y= 16242%+ 13067 @ Sample Percentile
Rz

40
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Regresion lineal multiple  {Fn:
I e ony S
= En muchas situaciones practicas existen varias variables independientes

que se cree que influyen o estan relacionadas con una variable de
respuesta Y, y por lo tanto sera necesario tomar en cuenta si se quiere
predecir o entender mejor el comportamiento de Y.

= Sea X, X;, ..., X, variables independientes o regresoras, y sea Y una
variable de respuesta, entonces el modelo de regresion lineal multiple con
k variables independientes es el polinomio de primer orden:

Y=0y+p X, +5X, +--+ X, +¢€

= Donde los p; son los parametros del modelo que se conocen como
coeficientes de regresiony ¢ es €l error aleatorio, con media cero, He) = 0

eS|

ml o

y Ue) = o
= Asi:
« B, es el término independiente. Es el valor esperado de Y cuando X, . . ., X,
son cero.
« By By - .. By son los coeficientes parciales de la regresion tal que B, mide el
cambio en Y por cada cambio unitario en X;, manteniendo X,, X3, . . . , X,

constantes y asi sucesivamente.
« g es el error de observacion debido a variables no controladas.




Estructura de datos

JEM Gy
Jom C,

CMECJ:H.IH

Y ¢ X, X,
o x| X x| Analisis de regresion
S I Bl Parimetro | Estimacion |
Y Vin X, % | | Intercepcion B

A B
Prueba de hipotesis & 5

ciadsic

o —
J‘IE'H.I'.'CJ:H. kel

paraal menosunj=1,2, ...,k

Suma de
cuadrados

Grados de | Cuadrado

libertad

medio

Valor-p

H, 3ﬁ1:ﬁ2: -“ﬁk:O
Hy,:;,#0
Fuente de
variacion
R 510N
ANOVA |™¢
Error o residuo
Total

(ZL, %)
n

SC,=fXy-
SC, =yy-BXYy

r

5,=Y¥

(Zi, ."1:']1
"

CM,

CM;

CM/CM;.

Pr(F > Fp)
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Eiemplo N
= Se tiene una muestra de 8 mujeres, donde se quiere predecir el .
peso en funcidn a una serie de variables. La informacion se

milestra a continuacion:

Registro  estatura pie |_brazo a_espalda d_craneo peso
RN R R AR TR 1 158 36 68 43 55 43

U — 2 152 34 66 40 55 45
Coef Est. E.E. LI(958) LS(95%) T  p-valor CpMallows VIF 3 168 39 73 41 54 48
const -32.60 111.52 -512.44 447.24 -0.29 0.7976
Estatura  0.83 2.61 -10.41 12.08 0.32 0.7803 4.10 78.80 4 159 36 69 42 57 49
Pie -1.48 2.72 -13.17 10.20 -0.55 0.6394 4.30 5.28
L-braze  -0.38 5.43 -23.72 22.97 -0.07 0.9510 4.00 74.85
L-espalda -0.52 0.79 -3.3¢  2.90 -0.66 0.5787 4.43 1.20 5 158 36 69 44 57 50
D-Crénec  0.88 1.36 -4.97  6.75 0.65 0.5802 4.43 1.53
Cuadro de Analisis de la Varianza (SC tipo III) 7 156 36 67 36 56 52
F.V. 5C gl CM F p-valor
Modelo. 37.80 5 7.56 0.40 0.8226 8 167 37 73 42 58 52
Estatura 1.81 1 1.91  0.10 0.7803
Pie 5.63 1 5.63  0.30 0.6394
L-brazo  0.09 1 0.09 4.8E-03 0.8510 . . ; o B ., o .
A-espalda 8.14 1 8.14  0.43 0.5787 . . R . R
D-Créneoc £.06 1 28.06  0.43 0.5802
Error 37.70 2 18.85 st s o 3 P N 8 . PN
Total 75.50 7T . o o . o
. o o ° o
. B . o o
. . ° o o
. . - o . ° . ° o o o o o o ) o o © o o o o
. . o o o
oo . N . e B N B B
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Eiemplo: B,
= Se presenta un experimento secuencial para optimizar la:
produccion de un colorante natural. En la etapa final se delimito
una zona de experimentacion donde se sospecha que se
encuentran las condiciones Optimas para la produccion de este
colorante en funcion de la concentracion de carbono (X1) y
temperatura (X2).

Y X1 X2
5707 9 17
5940 13 17
3015 9 25
2673 13 25
5804 8 21
6700 13 21
5310 11 15
7250 11 26
7521 11 21
7642 11 21
/500 11 21
/545 11 21




Analisis de regresidn lineal

Variable N R® R? Aj ECMP

ATC

BIC

¥ 12 0.05 0.00 e8e4357.82 219.11 221.05

Coeficientes de regresidén y estadisticos asociados

‘Coef Est. E.E. TLI(95%) LS(95%) T p-valor CpMallows VIF
const 7608.77 5130.96 -3998.28 19215.81 1.48 0.1722
X1 62.65 343.47 -714.33 835%.63 0.18 0.8553 1.03 1.00
— x2 -107.1% 165.25 -481.02  266.64 —-0.65 0.5328 1.42 1.00

Cuadro de Analisis de la Varianza

(SC tipo III)

F.V. sC gl CM F p-valor
Modelo. 154%%56.17 2 774%78.0% 0.23 0.8012
X1 113501.03 1 113501.03 0.03 0.8593
X2 1435332.87 1 1435332.87 0.42 0.5328

Error 30701588.75 9 3411287.64
Total 32251544.92 11
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Estadisticas de la regresion

Coeficiente de corr 0.219222157
Coeficiente de dete 0.048058354
R*2 ajustado -0.163484234
Error tipico 1846.967146
Observaciones 12

ANALISIS DE VARIANZA

Grados de libertad 10 de cuadradio de los cua

F Valor critico de F

HVERSD
e

. 1o A0

Regresion 2 15489956.17 774978.085 0.22713052 0.801210202
Residuos 9 30701588.7 3411287.64
Total 11 32251544.9
Coeficientes Error tipico Estadistico t Probabilidad  Inferior 95% Superior 95%  Inferior 95.0%  Superior 95.0%
Intercepcidn 7608.766922 5130.96375 1.48291184 0.17224599 -3998.279483 19215.81333  -3998.279483 19215.81333
X1 62.65074055 343.467361 0.18240668 0.85930614 -714.3264105 839.6278916  -714.3264105 839.6278916
X2 -107.1930282 165.253016 -0.64866004 0.53275799 -481.0213219 266.6352655 -481.0213219 266.6352655
r - -
X1 Grafico de los residuales
2000
E ]
¥
a8 0 : : : > : : .
= ] ]
= 2 4 & 8 10 12 14
E #»
ee -2000
+*
+
-4000
X1
L ad -
X2 Grafico de los residuales
2000
' *
" &
o 0 T T T —% T |
= +
E 5 10 1-5 20 25 30
& -2000
»
*
-4000
X2




Regresion no lineal o de orden superior

Los parametros son lineales cuando cada término del modelo es
aditivo y contiene solo un parametro que multiplica el término.

Es un problema de inferencia para un modelo del tipo

y:f(zc,é’)—l—s

Esta fundamentado en datos multidimensionales x, y, donde f
es una funcion no lineal de algunos parametros desconocidos 6.

Se pretende obtener los valores de los parametros de tal
manera que se obtenga la mejor curva de ajuste.

Se utiliza cuando no pueda modelarse adecuadamente Ila
relacion con parametros lineales.



= Se quiere probar un modelo de segundo R
orden: ity

;_.\'i = By + Bixy; + Box,; + Bioxyxy; + ﬁll'\.lzi + ﬁzz-\'zzi T €&,

OLoG,
g"&"— Q’,
EY

y X1 X2 X1x2 x12 X22

5707 9 17 153 81 289
5040 13 17 221 169 289
3015 9 25 225 81 625
2673 13 25 325 169 625
5804 8 21 168 64 441
6700 13 21 273 169 441
5310 11 15 165 121 225
7250 11 26 286 121 676
7521 11 21 231 121 441
7642 11 21 231 121 441
7500 11 21 231 121 441
7545 11 21 231 121 441
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Resumen

Estadisticas de la regresicn
Coeficiente 0.79266847
Coeficiente 0.62832331
RA2 ajustadc 0.31859273
Error tipico | 1413.45602
Observacion 12

ANALISIS DE VARIANZA

Grodos de libert1a de cuadradio de los cua F alor critico de F
Regresidn 5 202643974 4052879.47 2.02861245 0.20715042
Residuos o 11987147.6 1997857.93
Total 11 322515449

Coeficientes Error tipico Estadistico t Probabilidad Inferior 95% Superior 5% nferior 85.0%uperior 95.0%
Intercepcion -71007.2838 32101.5037 -2.2119613 0.06895682 -149556.834 7542.26602 -149556.834 7542.26602

X1 8091.25305  3863.2781 2.09440088 0.08110317 -1361.84793  17544.354 -1361.84793  17544.354
x2 3473.11924 1771.74197 1.96028502 0.09765650 -3862.17719 7808.41567 -862.17719 T7T308.41567
¥1x2 -17.96875 B88.3410014 -0.20340215 0.84554363 -234.131393 198.193893 -234.131393 198.193893
®1sg -355.726778 157.612486 -2.25697038 0.06481733 -741.390638  29.937082 -741.390633  29.937082

X2=qg -81.6321728 35.6846521 -2.28759895 0.06214839 -168.949371 5.68502528 -168.949371 5.68502528




Anagli=i=s de regresion lineal
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Variable H E* E=* BAj ECHE ATC BIC
T 12 0.63 ©0.32 16032058.28 213.83 217.22

Coeficientes de regresidn vy estadisticos asociados

Coef E=t. E.E. LI (95%) L5 (95%) T p-valor CpMallows VIF
const -T71007.28 32101.50 -148556.82 7T542.25 -2.21 0.06%80

X1 8091.25 3863.2%8 -1361.85 17544.35 2.09% 0.0811 2.39 21s6.02
X2 3473.12 1771.74 -862.18 TEBO0B.41 1.9¢ 0.0877 7.84 196.27
X1¥z -17.87 88.34 -234.13 158.19 -0.20 0.8455 4.04 109.71
Xl=sg -355.73 157.61 -741.3%8 29.594 -2.26 0.0648 9.08 l&s6.08
Xl2=qg —-81.63 3L5.68 -168.95 5.69 -2.29 0.0&621 §9.23 137.18

Cnadro de Analisis de la Varianza (5C tipo III)

F.V. SC gl M F p—-valor
Modelo. 202643597.36 5 40528792.47 2.03 0.2072
X1 8763633.8 1 8763633.84 4.39 0.0811
X2 TeTT203.30 1 TeTT203.30 3.8 0.0977
X1¥z 22656.25 1 82656.25 0.04 0.8455
Xl=g 10176522.80 1 10176922.80 5.0% 0.0648
XZ2=qg 10455008.25 1 10455008.25 5.23 0.0621
Errorc 11587147.56 & 195%78B57.93
Total 32251544 .92 11
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\l7 RegMultiple Anilisis de regresién no lineal . - *5;_ ’
d B i & Allcaso Variables | Particiones ] .- Ce
Caso Y X1 | X2 Variable dependiente Ey= H‘g.:g
1 5707 BRCIREY _yAnalisis de regresidn no lineal
2 5940 13 17 <=
3 3015 9 25 |
4 2673 13 25 Modeleo ¥ BO+Bl1*X1+B2*X24+B3*X1*X2+B4+X1*X1+Bh*X2*X2
5 5804 8 21
6 6700 13 2 Variable N CMError Sigma  AIC BIC Iteracién
fa 9310| 11 15 ¥ 12 1997857.93 1413.46 213.83 217.22 &
8 7250 11 26
9 7521 11 21 R
eqn
10 | 7642 11 21 > . ) ) ] D
11 7500 11 21 ?jParamEtrns Cota inf. Cota sup. Val.Ini. Pstimacion E.E. T p-valor
12 7545 11 2 ——B0 -1E30 1E30 1.0E-03/ -71007.63 \2100.94 -2.21 0.0690
o Bl -1E30 1E30 1.0E-0 8091.26 ¥863.12 2.0 0.0811
Seleccionar si contiene.
B2 -1E30 1E30 1.0E-0O 3473.15 T71.73 1.%& 0.0877
Andlises de regresitn o ineal B3 -1E30 1E30 1.0E-0 -17.97 88.34 -0.20 0.8455
B4 -1E30 1E30 1.0E-0O —355.73 157.61 -2.26 0.0648
V= S%N%aMﬁdF‘NmaJ:EE -1E30 1E30 1.0E-03 -81.63 35.68 -2.29 0.0621

Yerificar la sintasis del modelo + — % I

2 - - - - -
Matriz de covarianzas de las estimaciones
30+B1*X1+B2*X2+B2+ K1+ X2+ B4* N1+ X1+B5+X2+X2 BO B1 o2 B3 B4 BS

B0 1030470155.14 -104267571.81 -45208055.73 1802725.12 3054078.46 604155.01

Bl -104267571.81 1459236594.49 2366T01.15 -1638379.50 -532437.43 -13383.28
B2 -—-45208055.73 2366701.15 3139015.23 -85844.72 -25437.33 -52e7T71.67
B3 1802725.12 -163879.50 —-85844.72 T804.13 -0.35 -0.02
b B4 3054078 .46 -532437.43 -25437.33 -0.35 24839.60 603.80
I Covarianzas y conislacione g o §04159.01 -13393.28 -52671.67 -0.02 6§03.80 1273.37
[~ Mostrar zolo los pardmetros
Regrezoras ™ Graficar
§12 Matriz de correlacidn de las =sstimaciones
BO Bl B2 B3 B4 BS
Farametros enelmodelopry 1,00 —0,84 -0.79 0.64 0.60 0.53
o Bl -0.84 1.00 0.35 -0.48 -0.87 -0.10
&?ﬁﬁ@ gi B2 -0.79 ©0.35 1.00 -0.55 -0.0%9 -0.83
[ Frosiduos Estandarizados B B3 O0.64 -0.48 -0.55 1.00 -2.5E-05 -5.BE-0O&
[~ Predichos B4 .60 -0.87 -0.09 -2.5E-05 1.00 0.11
W Sobrescribi B ©0.53 -0.10 -0.83 -5.BE-06& 0.11 1.00
“ Aceptar I

e x Cancelar




Estrategias de modelado “jg
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= En un analisis predictivo el mejor modelo es el que produce
predicciones mas fiables para una nueva observacion, mientras que
en un analisis estimativo el mejor modelo es el que produce
estimaciones mas precisas para el coeficiente de la variable de
interés.

= En ambos casos se prefiere el modelo mas sencillo posible (a este
modo de seleccionar modelos se le denomina parsimonia).

= Sin embargo, hay una serie de pasos que deben realizarse siempre:

= Especificacion del modelo maximo.

= Especificacion de un criterio de comparacion de modelos y definicion de una
estrategia para realizarla.

= Evaluacion de la fiabilidad del modelo.




Especificando el modelo maximo

HE

El criterio para decidir qué variables forman el modelo maximo se
establece en funcion de sus objetivos y del conocimiento teodrico que
se tenga sobre el problema, evidentemente cuanto menor sea el
conocimiento previo mayor tendera a ser el modelo maximo.

Un modelo maximo grande minimiza la probabilidad de error tipo II
0 /nfra-ajuste, que en un analisis de regresidon consiste en no
considerar una variable que realmente tiene un coeficiente de
regresion distinto de cero.

Un modelo maximo pequeno minimiza la probabilidad de error tipo I
o0 sobreajuste(incluir en el modelo una variable independiente cuyo

coeficiente de regresion realmente sea cero).

Aunqgue el sobreajuste no introduce sesgos en la estimacion de los
coeficientes, un infra-ajuste puede producirlos, pero que un modelo
maximo grande aumenta la probabilidad de problemas de
colinealidad.

L

B 1og) N



Comparando los modelos g.ﬁ

| h.?ﬁf' 1981 JENN’

Debe establecerse como y con qué se comparan los modelos.

Si bien hay varios estadisticos sugeridos para comparar modelos, el
mas frecuentemente usado es la F parcial, recordando que cuando
los dos modelos solo difieren en una variable, el contraste sobre la F
parcial es exactamente el mismo que el realizado con la t sobre el
coeficiente de regresion

Por otro lado a veces interesa contrastar varias variables
conjuntamente mejor que una a una (por ejemplo todos los términos
no lineales) o, incluso, es necesario hacerlo (por ejemplo para
variables indicadoras).

En un analisis estimativo el criterio para incluir o excluir variables

distintas a las de interés, es sobre todo los cambios en los
coeficientes y no los cambios en la significacion del modelo.
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Seleccion de las variables regresoras
|

= La seleccion de variables regresoras es un
procedimiento estadistico importante por que no todas
las variables regresoras tienen igual importancia.

= Algunas variables regresoras pueden perjudicar la
confiabilidad del modelo, en especial si estan
correlacionadas entre ellas.

= Computacionalmente es mas facil trabajar con un
conjunto pequeno de variables regresoras.

= Es mas economico recolectar informacion para un
modelo con pocas variables.

= Si se reduce el numero de variables entonces el modelo
cumple con el principio de la parsimonia.

™




Algunos metodos de seleccion de las ..

variables 33
I
= La idea de estos métodos es elegir el mejor

modelo en forma secuencial pero incluyendo o
excluyendo una sola variable regresora en cada
paso de acuerdo a ciertos criterios.

= El proceso secuencial termina cuando se
satisface una regla de parada establecida.

= Hay tres algoritmos usados: Backward
Elimination, Forward Selection y Stepwise
Seleccion.
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Backward elimination "Eﬁs
= Se comienza con el modelo completo y en cada paso se va ==
eliminando una variable. Toda variable que sale, no puede entrar.

= Si todas las variables regresoras son importantes, es decir tienen p-
value pequenos para la prueba t, entonces el mejor modelo es el
que tiene todas las variables regresoras disponibles.

= En caso contrario, en cada paso la variable que se elimina del
modelo es aquella que satisface cualquiera de los siguientes
requisitos equivalentes entre si:

= Aquella variable que tiene el estadistico de t, en valor absoluto, mas pequefo
entre las variables incluidas aun en el modelo.

= Aquella variable que produce la menor disminucion en el R? al ser eliminada del
modelo.

= Aquella variable que tiene la correlacidon parcial (en valor absoluto) mas pequena
con la variable de respuesta, tomando en cuenta las variables aun presentes en
el modelo.
= El proceso termina cuando se llega a un modelo con un numero

prefijado p * de variables regresoras.

qWEE'SJ%
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Forward elimination S

= Se empieza con aquella variable regresora que tiene -+
g la mas alta correlacion con la variable respuesta.
[ |

En este caso, toda variable que entra no puede salir.

= En el siguiente paso se anade al modelo la variable
que reune cualquiera de estos requisitos equivalentes

entre si.

= Aquella variable que produce el mayor incremento en el R? al ser
anadida al modelo.

= El proceso termina cuando se llega a un modelo con un ndmero
prejado p * de variables predictoras.

quEE'S;qu
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| Stepwise selectio ﬁ'ﬁé
= Se empieza con un modelo de regresion
" simple y en cada paso se puede anadir una

variable en forma similar al meétodo forward

= Se coteja si alguna de las variables que ya
estan presentes en el modelo puede ser
eliminada.

= El proceso termina cuando ninguna de las
variables fuera del modelo tiene importancia
suficiente como para ingresar al modelo.




Evaluando la fiabilidad del modelo ffﬁﬂ
' o,
Una vez encontrado el mejor modelo hay que evaluar su fiabilidad, es

decir, evaluar si se comporta igual en otras muestras extraidas de la
misma poblacion.

Evidentemente, el modo mas completo de evaluarlo sera repetir el
estudio con otra muestra y comprobar que se obtienen los mismos
resultados, aunque generalmente esta aproximacion resulta
excesivamente costosa.

Otra aproximacion alternativa consiste en partir aleatoriamente la
muestra en dos grupos Yy ajustar el modelo con cada uno de ellos y si se
obtienen los mismos resultados se considera que el modelo es fiable.

Esta aproximacion es demasiado estricta ya que, en la practica, casi
nunca se obtienen los mismos resultados.

Una validacion menos estricta consiste en ajustar el modelo sobre uno
de los grupos (grupo de trabajo) y calcular su R2, que se puede
interpretar como el cuadrado del coeficiente de correlacion simple entre
la variable dependiente y las estimaciones obtenidas en la regresion.

K54 2 A N0
o o
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Se tiene un analisis de la
eficiencia en peso, de un
proceso de produccion. Se
escogieron seis variables
que se cree pueden regir el
proceso. Determine el
mejor modelo de regresion

OooONOOCTULPA,WNH

Y

138.00
58.00
30.00
30.00
69.00
49.00
30.00

136.00

119.00
93.00
19.00
59.00

143.00

107.00
81.00
71.00

103.00

112.00
76.00

149.00

126.00
47.00

140.00
59.00
85.00
19.00

6.00
78.00
12.00
26.00

X1

8.00
12.00
10.00
13.00

5.00

6.00

7.00
12.00
11.00

5.00

8.00

8.00
12.00
12.00

8.00
15.00

5.00

8.00

8.00

5.00
11.00

7.00

8.00
10.00
12.00
10.00

8.00
14.00
14.00
11.00

X2
534.00
182.00
546.00
367.00
478.00
330.00
165.00
184.00
355.00
469.00
246.00
323.00
395.00
423.00
525.00
184.00
160.00
259.00
395.00
476.00
173.00
175.00
209.00
292.00
220.00
251.00
354.00
222.00
560.00
501.00

X3 X4
107.39 138.08
43.80 72.40

0.43 35.55
12.06 30.19
64.41 63.01
25.89 46.63
18.29 32.20
86.63 139.33
104.37 97.54
62.52 98.09
16.65 21.30
53.97 45.33
115.52 142.41
84.25 121.20
56.16 69.19
58.55 61.44

3.66 100.49
98.80 113.76

4.63 80.45
79.87 148.40
111.57 122.65
19.65 46.43
113.07 142.50
39.36 50.62
34.39 85.51

6.47 3.57

591 0.10

2.56 59.08

439 7.52

4.70 19.68

X5 X6
690.00 138.08
290.00 72.40
150.00 35.55
150.00 30.19
345.00 -63.01
245.00 -46.63
150.00 32.20
680.00 139.33
595.00 -97.54
465.00 -98.09
95.00 -21.30
295.00 -45.33
715.00 -142.41
535.00-121.20
405.00 -69.19
355.00 -61.44
515.00-100.49
560.00 113.76
380.00 80.45
745.00-148.40
630.00 122.65
235.00 -46.43
700.00 142.50
295.00 -50.62
425.00 -85.51
95.00 -3.57
30.00 0.10
390.00 59.08
60.00 7.52
130.00 19.68
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Anali=i= de regresidn lineal
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Variable W E*= ER* &3 ECHFP AIC BIC
¥ 30 0.232 0.03 3041.60 3F18.81 323.8Z2

Coeficientes de regresion y estadisticos asociados

Coef E=st. E.E. LI(353%) L3(95%) T p—valor CpMallows VIF
const 72.37 40.73 -11.8B8 156.62 1.78 0.0EBE88

x1 -2.38 2.8 -8.27 3.52 -0.8 0.4128 S.70 1.08
xe 0.01 O0.06 -0.12 0.13 ©0.09% 0.8233 5.01 1.08
X3 -0.42 0.37 -1.1%5 0.35 -1.13 0.2702 6.28 3.35
x4 -2.07 0.9%9 -4.,11 -0.,03 -2.10 0.0470 9.41 32.05
XD 0.50 0.21 0.06 0.94 2.34 0.0280 10.50 324.7&
x6 -0.02 0.10 -0.22 0.18 -0.22 0.8257 5.05 1.13

Cnadro de Andlisi=s de la Varianza (5C tipo III)

F.V. s5C gl cCH F p—-valor
Hodelo. 12861.59 & 2143.60 1.17 0.3570
x1 1276.67 1 12T7e.67 0.70 0.4128
x2 14.75 1 14.75 0.01 ©0.9293
x5 2342 .26 1 2342.26 1.28 0.2702
x4 B0O8B5.20 1 8085.20 4.41 0.0470
x5 10020.01 1 100%90.01 5.50 O.0220
xhb 91.00 1 91.00 0.0 0.8257
Error 42204 .58 23 1834.93%8
Total S55066.17T 29




Analisis de regresidn lineal

<H
Variable N R R* Aj ECMP AIC BIC ﬁ? "
V' 30 0.15 0.09 2078.14 313.68 319.28 5 -g
Eliminacidn backwvard. Miximo p-valor para retener: 0.15 %

Nimero original de regresoras: &,regresoras retenidas en el modelo 2 ﬂwhleJNf

Coeficientes de regresion y estadisticos asociados

Coef Est. E.E. LI(95%) LS(95%) T p-valor CpMallows VIF
const 55.59 15.8 23.12 88.06 3.51 0.0016

x4 -2.00 0.93 -3.091 -0.09 -2.15 0.0408 5.62 30.32
X5 0.42 0.19 0.03 0.8 2.19 0.0373 5.80 30.32

Error cuadrdtico medio: 1731.518962

Variable N E= E= Aj ECHE LIC BIC

v 30 0.00 0.00 2032.05 314.59 317.39

Seleccidon Forward. Miximo p-valor para =ntrar: 0.15

Nimere origingl de regresoras: §,regresoras retenidas en =1 modelo @

Coeficientes de regresidn v estadisticos asociados

Coef E=st. E.E. LI{95%) L5(5%5%) T p—-valor CpMallows VIF
const 69.83 7.96 53.56 86.10 B.78 «0.0001
Error cuadrdtico medic: 18598_8533333

Variable N R= E* &3 ECMP LIC BIC

v 30 0.00 0©0.00 2032.05 314.59 317.39

Seleccidn Stepwise.

Mdximo p-valor pars entrar: 0.15

Miximo p-valor pars retener: 0.15

Numero original de regresoras: §,regrescrss retenidas en =1 modslo 0

Coeficientes de regresion y estadisticos asociados

Coef Est. E.E. LI(95%) L5(95%) T p-valor CpMallows VIF
const 69.83 7.396 53.06 86.10 8.78 «0.0001
Error cuadritico medio: 15858 8533333




NOLOG,
A

¥i3:

T

Sy,

GHIVER

i Riesgos de la regresion

La relacidon entre las variables puede ser espuria y el usuario es quien
debe investigar si tal relacion es de tipo causa-efecto. Se debe tomar
en cuenta que algunas de las razones por las que las variables X'y Y
aparecen relacionadas de manera significativa son:

Xinfluye sobre Y.

Yinfluye sobre X

= Xy Yinteractlan entre si, una tercera variable Z influye sobre ambas y es
Icausante de tal relacion.

= Xy Yactian en forma similar debido al azar.
= XYy Yaparecen relacionados debido a que la muestra no es representativa.
Hacer extrapolaciones indiscriminadas con base en el modelo. Para no

incurrir en esto se debe tener cuidado en cuanto a extrapolar mas alla
de la regidon que contienen las observaciones originales.



Ejemplo de relaciones espurias: (3

2016 SHET 1992 SHET

http://www.tylervigen.com/spurious- ORK ORK

correlations

https://rodas5.us.es/items/ea5754ec-
0941-2a2a-32¢el-
b34998971302/1/viewcontent/5742ce5f
-de69-479e-8251-

f507e4488223? sl.t=true

GIB GIB

Key Key:
I Majority leave Majority remain Il BSE-Areas BSE-Free-Areas

Michael Von Freising
24 June at 19:23- @

EU Referendum Local Results 2016 vs. Mad Cow Disease Outbreak Areas 1992

However, it would be a mistake to jump to conclusions.



http://www.tylervigen.com/spurious-correlations
https://rodas5.us.es/items/ea5754ec-0941-2a2a-32e1-b34998971302/1/viewcontent/5742ce5f-de69-479e-8251-f507e4488223?_sl.t=true

