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Introduccion a la Optimizacion

!'_ Matematica
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‘ Modelos de Optimizacion

= Un problema

de optimizacion es, en

general, un problema de decision.

= [Ienen como

oroposito seleccionar Ia

mejor decision de un numero de
posibles alternativas, sin tener que
enumerar completamente todas ellas.

= La Teoria de Optimizacion es una rama
de la matematica aplicada que formula

ﬂ y explica estos problemas
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Topicos en optimizacion:
i Programacion Matematica

= Objetivo:

= Encontrar el mejor punto que optimice un modelo
economico

= Formulacion matematica
= Optimizar y(x)
Sujetoa f(X) =20V i, X= (X, Xy, «ee) X))
= Métodos:

= Analiticos, Programacion Geométrica, P. L.,
programacion combinatoria, metodos heuristicos,
metodos matematicos discretos.




variacionales

i Topicos en optimizacion: Métodos

= Objetivo:

= Encontrar la mejor funcion que optimice el modelo
economico

= Formulacion matematica
= Optimizar I[y(x)] = JF[y(x), y'(x)]dx

Sujeto a las restricciones algebraicas de
integracion o matematicas en general

= Métodos:
= = Calculo de variaciones, modelos continuos.
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La teoria general de maximosy s
minimos

[
0

Frama

= Problemas no restringidos

= Esta dirigida a encontrar los puntos extremos de una
funcion.

= leoremas:

= Una funcion que es continua en un dominio cerrado posee un
valor maximo o minimo en el interior del intervalo o en sus
limites.

= Una funcion continua alcanza un maximo o un minimo en el
interior de una region solo en los puntos donde su enésima
derivada ya sea se hace cero (puntos estacionarios o de
inflexion) o no existe (punto de discontinuidad).
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i Optimos globales y locales

= Sera optimo local si tiene un maximo o
minimo en el intervalo [a, b]

= Sera optimo global si tiene un maximo o
minimo en el intervalo [-o0, «]

= Si el optimo local es el global, se tiene
una funcion con optimo exacto.
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Condiciones suficientes para el optimo en
una variable independiente

0
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Para una funcion continua £(x), si:

fi(x) AIvXxe®R

X* es critico si f(x*) =0

> 0 — minimo

f"(x*) = 7 < 0 — maximo

= 0 — no hay definicion

Si f"(x*) =6, se examinan n derivadas de orden superior
hasta que f™(x*) =0

> 0 — minimo
Si n es par: f"(x*) =

< 0 - maximo

Si es impar: punto de inflexion.
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Ejemplo:

s,
£
— 4 2
'Maximizaryzx _z
4 2
d
_y:x?’—x:O;X(xz—l)z
dx
x=0x=1x=-1
d*y

—5 = 3x2—1=0;x=0,f"(0)=-1es max; f"(+ 1)=2 es min
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#WolframAlpha B e

[ maximize x~4/4-x"~2/2

B B T E Examples =2 Random

Input interpretation:

. x?
maxiimilEe —_—

S1ie®

Local maximum:

+ X
X
max{— ——}=D at x =10
2
Flat:

06
D.4:
n.z-

(x from -1.8to 1.8)

[ZT]
ity
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3 WoltramAlpha s

[ minimize x ~4/4-x~2/2

B B T = Examples =2 Random

Input interpretation:

L xt ¥
minimlze — ——
4 2
Global minima: Approximate form
Cxt X
IIllIl{— — —}= —— at x=-1
2 4
Coxt A 1
IIllIl{— - —}= —— atx=1
2
Plaot:
0.6 F
04t
0.2t

ix from -1.81t0 1.8)

[ZT]
ity
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Input interpretation:

'S

X

extrema —
4

x
2

(no global maxima found)

Global minima: Approximate form

Coxt ¥ 1
II11I1{— ——}=—— at x=-1
2 4
Coxt ¥ 1
II11I1{— — —}= —— atx=1
2 4
Local maximum:
4 ¥
X
max{— ——}=D at x =10
4 2
Plot:
06 F
0.4:
n.zr (% from —1.8 to 1.8)
.
'J "'.l_h 1 P | 1
’ - 0.5 1.0 1.5
T -
.\"l‘.-‘w“p‘l‘
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i Ejemplo:

= El precio de cierto producto esta definido por la
Siguiente ecuacion: - 30 — g

P

4

= donde p es el precio y g es la cantidad vendida.

= Encontrar la g que genera un ingreso maximo, donde
el ingreso es pq.

H. R. Alvarez A., Ph. D.



P = -1/2
. I. : ! g — hace que el
CT \ 100 ' ingreso sea Maximo
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#WolframAlpha B e

[ maximize x~4/4-x"~2/2

B B T E Examples =2 Random

Input interpretation:

. x?
maxiimilEe —_—

S1ie®

Local maximum:

+ X
X
max{— ——}=D at x =10
2
Flat:

06
D.4:
n.z-

(x from -1.8to 1.8)

[ZT]
ity
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3 WoltramAlpha s

[ minimize x ~4/4-x~2/2

B B T = Examples =2 Random

Input interpretation:

L xt ¥
minimlze — ——
4 2
Global minima: Approximate form
Cxt X
IIllIl{— — —}= —— at x=-1
2 4
Coxt A 1
IIllIl{— - —}= —— atx=1
2
Plaot:
0.6 F
04t
0.2t

ix from -1.81t0 1.8)

[ZT]
ity
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Input interpretation:

'S

X

extrema —
4

x
2

(no global maxima found)

Global minima: Approximate form

Coxt ¥ 1
II11I1{— ——}=—— at x=-1
2 4
Coxt ¥ 1
II11I1{— — —}= —— atx=1
2 4
Local maximum:
4 ¥
X
max{— ——}=D at x =10
4 2
Plot:
06 F
0.4:
n.zr (% from —1.8 to 1.8)
.
'J "'.l_h 1 P | 1
’ - 0.5 1.0 1.5
T -
.\"l‘.-‘w“p‘l‘
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En el caso de dos variables

= Siz= f(x, y) tiene un maximo o minimo relativo en (x*, y*) y si
X y)y (% y) estan definidos en los alrededores de (x*, y*),

entonces ’

= (x*, y*) seran un punto critico de f(x, y) si son X y) =0
solucidon del sistema: ,

fyxy)=0

= Sea D(x, y) = f"x(X ¥) £,(x,y) = [f'q(X, Y)I°
= Entonces si:

>0 y . (x*, y*) < 0, f(x, y) tiene un maximo en x*, y*
>0y f"(x*, y*) >0, f(x, y) tiene un minimo en x*, y*
< 0 f(x, y), x*, y* es punto de inflexion

= 0 f(X, y), hay que hacer un analisis adicional

. D(x¥, y¥) =—

H. R. Alvarez A., Ph. D.



maxy = 5+ 3x — 4y — x? + xy — y?
R WolframAlpha sz,

L1
L’
[ maximize 5 + 3x -4y - X2 + Xy - y™2 8 JIE

E B B Ty = Examples >2 Random

Input interpretation:

maximize S5+3x-4y—-xX +xy—y°

Global maximum: Approximate form
28 2 5
In'cus'.{E+3:l4;‘—4y—:'r:2 +xy—_y2}= 5 at (x, ¥) =[§, _5]
3D plot:

Contour plot:
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MAaximo Inflexion
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f(x,vy) = seno(x) + seno(y) + seno(x + y)
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El problema general de optimizacién: el . -
| problema no lineal con restricciones 5.@;

(=

e oy 88

= Maximizar f(x)
= Sujeto a:
= g(X)<cgi=1,..,m
= Donde f y g;son funciones generales del
parametro x € R"=> 0

= Cuando f es convexa, g concava, el problema
es un problema de programacion convexa

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Condiciones de Kuhn-Tucker E‘;

= A fin de que el problema tenga solucion optima, debe cumplir,
como condiciones necesarias las Condiciones de Kuhn-Tucker:

= Sea el Lagrangiano de la funcion de maximizacion dado por:

L= f(x)+Alc1 — g1(%)) 4+ + AnlCm — Gm (X))

Fel s
E

= Este debe cumplir con las siguientes condiciones

oL , . —

gi(x) < ¢ Az 0 Ajle—gi(x)) =

Para todo i, j. En este caso A, es conocido como el coeficiente de ‘
Lagrange para el lagrangiano <

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Ejemplo:

= (Construccion de una caja con volumen maximo)

= Se quiere determinar las dimensiones de una caja rectangular de forma
que contenga el mayor volumen posible utilizando para ello una
cantidad fija de material.

= El problema en forma abstracta se podria plantear en los siguientes
términos

= Sea V el volumen total y A el area total de las caras.
= Seanx, Yy, z el largo, ancho y espesor de la caja
= Entonces

Maximizar Volumen de la caja

sujeto a Area lateral fija

=il ﬂﬂmﬂ"i

42

13‘

;

}

MaxV = xyz
sujeto a: 2(xy + xz+ yz) = A
Vx,y,z =0
Max z = xyz — A(A — 2(xy + xz + yz))
x,v,z =0

H. R. Alvarez A., Ph. D.



Si se asume que A = 20 cm?

CHOLOG,,
maximize xyz in 2(xy+xz+yz)=20, x>=0, y>=0, z>=0 =]
Jfa Extended Keyboard * Upload st Examples >3 Random

Input interpretation:

function XYz
maximize _
domain 2(xy+xz2+y2)=20Ax=z0Ay=0Az=0
€1 feg f...is the logical AND function
Open code =%
Global maximum: Exact form More digits

maxixyz|2xy+xz+y25=20Ax=0Ay=0A5=0}=06.0858] at(x, y, 2) =
(1.82574, 1.82574, 1.82574)
o

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

N T
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‘L Ejemplo

s Max Z =3x + 5y
= Sujeto a:
X <4
Ox2 + 5y2 < 216
X,y=0

H. R. Alvarez A., Ph. D.



[ maximize 3x + Syinx <=4, 9x"2 + Sy"2 «=216 8 ]

E R B T = Examples =2 Random

Input interpretation:

function 3x+5y

domain xﬂ4/\9x’2+5y2f_:215

maximize

e1 ez M\ isthelogical AND function
Global maximum:

max{3x+5y|x£4/\9x2 -I—Sy2 = Elﬁ}z 36 at(x, ¥) =1(2, 6)

30 plot;

Contour plot

[ZT]

x #f [ = T R R I T
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AMPL

EI Model E\models\nonlinear_a.mod

# type yvour model here...

var x>=0;

var y>=0;

maximize z: 3*X + 2%y, —
subject to

clix<=4;

c2:9%x~2 + S*y~2 <= 216;

option solwver cplex;

aclve;

display =z, X, ¥;

Presoclve eliminates 1 conatraint.

Adjusted problem:

2 variakles, all nonlinear

1l constraint, all nonlinear; 2 linear NONZeros

-

1l linear obijective; 2 nonzeros.

10 harrier iterations

Ho basis.

Z = 36

X = 1.999919
¥ = &.00001

10 bharrier iterations
No hasis.

- Command interface

pe data here or open a data file.._solve.

reset:#f type pour model here_._var x>=0:var p>=0:maximize z: >

== g
re3et;

# type your model here..
var xrx=0;

var yr»=0;

maximize z: 3*x + S*y;
subject to

clix<=4;

c2:9%x~2 + S¥*y~2 <= 216&;
option sclver cplex;

o
0

Frama

:

salver

display =z, X, ¥7

data;

# Type data here or copen a data file...
salve;

Prescolve eliminates 1 constraint.

Ldjusted problem:

2 variables, all nonlinear

1 constraint, all nonlinear; 2 linear nonzeraos

1 linear objectiwve; 2 nonzercos.

CPLEX 12.6.0.0: IXIIIIDCEIFE 12.6.0.0: optimal scluti

CPLEX 12.6.0.0: [IIIIIIIEIINIXLCELEY 12.6.0.0: optimal

CPLEX 12.6.0.0: IIIIIIIIEIIIIIMCELEX 12.6.0.0: optimal solution: ochjective 35.99999994

10 barrier iterations

.0: optimal scluti

solution; objective 35.99999994

H. R. Alvarez A., Ph. D.



‘L Ejemplo

» Max Z = 126x -9x2 + 182y — 13y?
= Sujeto a
X <4
2y <12
3X + 2y < 18
X,y >0




[ Maximize 126x - "2+ 182y- 13y M2 inx==4, 2y<=12,3x+2y<=18 8 ]

EE a D = Examples =2 Random

Azsuming "y iz a variable | Uze az a unit instead

gﬁﬁ:’%
Z
i

1981

Input interpretation:

o function = 126x-9x* + 182y - 13"
maximize

domain x=4A2y=12A3x+2y=18

21 fes A, isthelogical AND function

Global maximum: Approximate form

max|126x - 9x* + 182y - 13" |x =4 N2y =12\ 3x+2y =18} =857 at (x, y) =

R YL Y ALY

[ZT]

-5 4] 5 10 15 20
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AMPL

- Command interface E

pe data here or open a data file___zolve

rezet:var x>=0:;var y>=0;maximize z:126%x - =%~ 2+182=y-13%p"

=

EI Model BE\models\nonlinearl.mod

var x>=0;

var y»=0;

maxXimize z:126*x — S*x~2+1E82*%y-13*y~2;
subkject to

cl: x <=4;

cl2i2*y<=12;

c3: 3*R+2*%y <= 18;

option solver mino3;

soclwve;

display z,X,¥r

Presolve eliminates 2 constraints.
Adjusted problem:

2 varigbles, all nonlinear

1l constraint, all linear; 2 nonzeros

1l nonlinear ckjective; 2 nonzeros.

4 iterationa, ckjectiwve 857
Nonlin evals: cokj = 10, grad = 9.

z = B57
x = 2.66667
¥ =3

0 iteraticns, cbkjectiwve EB37
Nonlin evals: okj = 3, grad = 2.

MINCS 5.5: [IEIXIIIIOMINGS 5.5: cptimal sclution

option show_stats 1; option display eps .000001; print $veraion:
AMFL Student Version 19990818 (MS VC4++ 6.0)

-
£

reset;

var x»=0;

wvar yrx=0;

maximize z:126%x - 9%y ~2+182%y-13%*y~2;
subject to

cl: x <=4;

c2:2%yo=12;

c3: 3*xd2*y <= 18;

ocption soclver minos;

salwve;

display z,x,v7 transcript of AMPL session
data;

# Type data here or open a data file...

solve;

3olve eliminates 2 constralints.

usted problem:

ariables, all nonlinear

onstraint, all linear; 2 nonzercs

cnlinear ocbjective; 2 nonzercs.

03 5.5 [IOIEMINGS 5.5: optimal sclution found.
terations, objectiwve 857

lin ewvals: okj = 10, grad = 9.

found. s57

2.66667

5

05 5.5 IOEIEMINGS 5.5: optimal sclution found.
terations, cbjectiwve 857

lin evals: ok = 3, grad = 2.

MINCS 5.5: [IIIXIIOMINGS 5.5: optimal sclution found.

H. R. Alvarez A., Ph. D.



i Ejemplo

= Encontrar los puntos criticos

f(x, y) = xy
Sujeto a:
X2 +y2=1

Aplicando el Lagrangiano
L =xy + A(X? + y2—1)

H. R. Alvarez A., Ph. D.



% WolframAlpha ez

dfdy 2y + " 2+zy"2-2

E B | T

Derivative:

'ﬁ:‘£|.:u:'3r+z.1c2 -I-z_}'z-z]=2_rz+_}-'
X

|
E Examples == Random gg
LS

[# Step-by-step soluticn

dfdy xy + ¢~ 24+zy"2-z2

E B B T

Derivative:

ailxy+zx2 +zy'—z)=x+2yz
Y

= Examples == Random

[# Step-by-step sclution

| dfdz xy + D" 2+zy"2-Z

E B |

Derivative:
tal aEir_y+xx3+z_y2—z]=x3+_y2—l
g

=)

H. R. Alvarez A., Ph. D.

E Examples =2 Random

[# Step-by-step solution

1981

e




¥ WolframAlpha

solve 2zx+y=0: x+2zy=0; ¥"*2+y"2-1=0 = |

o o

%

E B B o = Examples == Random —

Input interpretation:

2zx+y=0

solve x+2zy=10

1.2 + _‘jr'2 =1=10
Reszultz: Mere digits
1 , 1 1
X=-— x -0.707107 and y=-— = -0.707107 and z=-- = —0.500000
2 'F) :
X= - % —0.707107 and y = ——  0.707107 and z= = ~ 0.500000
1 . 1 1
x=— % 0707107 and y = =— = =0.707107 and 3= = = 0.500000
V2 V2 -
.'Jr-i = 0.707107 --'y-iaﬂ?ﬂ?lﬂ? '-":z'—it—UEUﬂﬂﬂﬂ
d“t\i " and T 1€ 5
@
m @& Download page POWERED BY THE WOLFRAM LANGURAGE
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Ejemplo 3

i = Optimizar z = xy

= Sujeto a:
X+y<1
-X+y<1
-X—y <1
X—-y <1
X,y €R

H. R. Alvarez A., Ph. D.



3D plot:

LN,
\
!
/
{
/

[ optimize y=xy in x+y<=1, -xty<=1,-3xy<=1xy=<=1 =]

E B | D = Examples == Random

Input interpretation:

function | xy

extrema
domain xeyslf=x+yslA=x=y=slAx=-y=1
@ S AL Isthe logical AND function
Global maxima: Approximate form
maxlxﬂx{—yﬁlf\y—rﬂlﬂ—r—yﬁlhx—y51}=—1 ar(x, y) = —1.—3
4 2 2 Contour plot:
1 d 3
maxjxy|x+y=1Ay-x=1A-x-y=1lAx-y= 1}:‘—‘ znr[x,y]:(i,i
Global minima: Approximate form
minl'ry|x+yslh_}r—xslﬂ—x—yﬂlf\x—yﬁll=—‘—1i :ar[x,y]:{—%,%] 2
minl'ry|x+yslh_}r—xslﬂ—x—yﬂlf\x—yﬁll=—‘—1i :ar[x,y]=(5,—%
Local minima;
minfxy|x+yslAy-xslA-x-yslAx-ysll=0at(x,y) = ,
(2.92876 x 107, 3.12791 x 1075) *

minlxy|x+yslAy-xslA-x-yslAx-ysll=0at(x,y) =
(—4.67435x 107%, —4.67436 % 107°)
AN
_;i" ""'-Q*
-._;_x .-_.-__:'
N/

s P
" 3
Rt 3

ol

W
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i Programacion lineal

= Si f y g son lineales y convexas, se tiene
un problema de programacion lineal.

= Caracteristicas:

= Reduce sus soluciones a un numero finito de
éstas.

=« Es un problema combinatorio, ya que las
posibles soluciones yacen en las intersecciones
de un hiperplano convexo definido por las
restricciones convexas.

H. R. Alvarez A., Ph. D.



= Funto
@ A =(2,6.01)

= Recta

@ 3%+ By = 36.04

hiperplano convexo
definido por las
restricciones convexas

[ZT]
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Contexto del curso

Problema de
flujo maximo

H. R. Alvarez A., Ph. D.



A

( Inicio

Program:";lf:lon -4—— Punto ncor\rtrar, pqnto © Funcion —m-| Met_odos
Mateméatica funcién 6ptimas variacionales
¢S Hay restrcciones
. NO
involucradas?
Sl
v
. Diferenciar y
> Hay condiciones para Conslruir la resolver por
< Sl—» funcién de »> -
Lagrange? ecuaciones
Lagrange f -
simultaneas
\ i
v
Z2Son las funciones
utiidad y restriccones Sl » Resolver por P. L.
M ,t d d lineales?
I To _/
&Son las funciones de Resolver' !:)or
- P Si » Programacion No
utiidad polinémicas? .
Lineal
NO
v
¢ Es posible forumular e vl zar
Si > progrmacion
modelo por etapas? AP
dinamica
NO
Resolver mediante
técnicas de - ¢ Es la respuesta
busqueda o satisfactoria?
multivariada
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Solucion del modelo de
‘L optimizacion

= Analitica
= Métodos humeéricos
= Heuristica

= Simulacion
= Discreta
= Dinamica




