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RESUMEN

Este trabajo es continu
presentado en articulo

en el que se caloulo arn
te, empleando el método
nal de Rayleigh-Ritz y

en el parametro pequefio
llamiento relativo, el
sico del ion helioide

do descrito por hamilto
tipo Breit con interacc
biana, Aqui se calcula
miento por interaccién
en sus dos aportes fund
el debido a interaccidn
de primer orden y el de
orden, mezclado, magnét
biano, Desde las expres
1{ticas se obtienen val
ricos de estos corrimie
los debidos a interacci
biana de primer y segun
asi{ como de la carga ef
considera efectos relat
y de la energia total p
nucleares en el interva

ABSTRACT

This work contirmues a p
one in which the ground
the multicharged helium
scribed by using a Brei
hamiltonian with Coulom
tion, was calculated us
Rayleigh-Ritz's method
sions in’ the small par
relative screening, Her
netic shift of the leve
culated, Two contributi
this shift are consider
magnetic in the first p
order, and the mixed 1le
Coulomb-magnetic, Numer
of these shifts and of

shifts ‘due to Coulomb i
in the first and the se
bative orders are showe

{ticamen_
variacio-
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values of
charge, with
and of the
given,

effecots,

total emner are also

rollo de técnicas expe-
rimentales para la obtencidn de
iones altamente cargados y la ne-
6eaidad practica del estudio de
sistemas en los cuales estan pre-
sentes, v.ér. el plasma, ha recla-
mado del desarrollo de la teoria
relntivisti de atomos,

La formilacidén estrictamente
relativistg del problema atémico
sélo es pojible con la aplicacidn
de los métgdos de la Electrodinami-
ca Cuéntica, /1/ pero los mismos
son bastantes especializados y sé-
1o explic{tamente resolubles en
sistemas de pocas particulas. El
‘procedimiento més difundido para
el calculo
multiparticulas es el método de
k relativista, también

de Hartree-Fock-Dirac

relativista de sistemas

Hartree=Foc
denominado
(AFD). /2/
fundamenta
Breit del sistema, aunque también
se ha deducido desde la formulacidn
' cuantoelectrodindmica, /3/

En /k/ se introdujo una aproxi-
macién anali{tica simple para la
resolucidén HFD del estado bésico
del ion helioide multicargado, Se -

r

El mismo uhualmente se
desde la ecuacidn de




partidé desde un hamiltoniano tipo
Breit incluyendo solamente la in-
teraccidén coulombiana entre elesc-
trones .y obteniendo soluciones
numéricas sélo para los primeros
términos de los desarrollos en po-
tencias ( Z)z, que son los funda-
-mentales en el caso de sistemas de
Z pequefia, All{ se obvid aspectos
importantes del problema analizado,
entre ellos:
- no se calcularon soluciones nu-
Vméricas en el caso de Z elevada,
y cliertamente es en este caso
que muestro modelo es mas jﬁsto;
= no se incluyeron efectos debidos
a la interaccidn magnética en-
tre eléctrones, aunque en el ca-
so de Z elevada esta se hace com-
pargble a la coulombiana,
El objetivo del presente traba-
Jjo es resolver estas omisiones,
SOLUCION CON INTERACCION COULOM-
BIANA, 5
El cdlculo realizado en /4/ par-
t1é de l1la funcional energia,

Be¥ =<r|v> e | v > (1)

donde :
Hc = h1 + h2 + e§r12 (2)

2
= 2 Ze
siendo hi_oai.pi + B gme - -

- i=1,2, los hamiltonianos Dirac-
Coulomb de los electrones., (1) se
evalud sobre: las funciones bielec-
trénicas producto antisimetrizado
de funciones birac-Coulomb [ist >,
en las que la carga nmiclear se sus-
tituyé por el parametro ajustable
f « La eleccidén de tal funcidn de °
ensayo, con comportamiento de es-
tado \ligado en el infinito, elimi-
na energias del continuc inferior.

e

y por ello resuelve la dificultad
de no acotacidén por debajo de (1),
presente en la aplicacidén del mé-
todo variaciogal en el caso rela-
tivista, Con tal funcidén de ensa-
yo,.la funcional (1) degenera en
una funcidén simple del parametro

B :Eg(B). E1l célculo del valor
de f que minimiza a Eq (B8) sigue

de la condieion necesaria de eX=-
tremo, que en el caso relativista
conduce a una ecuacién trascenden-
te complicada., En /4/ 1ogramos una
resolucién aproximada simple de la
misma introduciendo una nueva va-
riable A, definida B=Z(1~5,).Fisi-
camente representa el apantalla-
miento, comod «1 y en nuestro sis-
tema Z> 1, es posible desarrollar
en serie de potencias de? 7z ¥ 1i-
mitarnos a los primeros té::}minos
del desarrollo., En /4/ nos detuvi-
mos en la potencia cuadratica, por
lo que redujimos el problema tras-
cendente de cdloulo de las rafces
a uno lineal slgebraico, Mas con-
cretamente, en el desarrollo de
Eo(84) en potencias de%/%, la con-
tribucidn de'los términos no in=-
teractuantes se desarrolld hasta la
potencia cuadrédtica, mientras que
la debida a la interacecidn coulom-
biana, considerando que es de or-
denl}é respects a la anterior, se
desarrolldé hasta el término lineal,

Para el apantallamiento se obtuve

la expresién, /4/

i)
4

= (k. +f )I. (3
g 2ce(aZ)m €50 o
donde
1 4y,
...gc(txZ)m r(l"T 1) &

(2T+1N’(£Y+1) &

FC=2F1(1,hw'+1:21+2;%) (3a)
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P

(«2 { -41nd
¥

-2
2Y +1

- by(2r+1) -

(¥ (27v+2)-w(27+1) )-1]

+ BP(4Y41)-

(3v)

g1f!2'7+2!_
2y +4%) .

} (3¢)

hipergeomé-

aqui 5Fy ©s la funeién
trica de Gauss, /5/ e
da funcidén gamma,y =

¥ (x) f’)ﬁx)- Empl

la conoci-

des relativ1stas, entorces a_(z

El desarrollo de (3)
cias (« 2)2 condujo al
AL = 5/46 =0.124 (272)
(4) muestra que la prim
cidén relativista debili
tallamiento no relativi
elevadas las siguientes
nes relativistas son si
vas y resulta interesan
el efecto relativista t

en poten- '
resultado
2+ e e ("‘)

pra. correc=
ta el apan-
gta, Para 2 -
correccio-~
enificati-
e conocer

btal sobre

el apantallamiento, Par
necesaria la resolucidn
de (3). En la tabla 1 m
resultados de tal resol
(h) obtenemos el valor

llamiento no relativist
=0,3125;definamos AREL

En la primera colurma s
can los valores de Z, e
los deAREL correspondi
Z precedentes, En la 4l
se da AC‘
Atun‘mueatran que el e
tivista total sobre el

miento, debido a la int

coulombiana, es debilit

Los valores c

méds mientras mayor es 1
nocido que los efectos

unielectrénicos en el ¢
no de Coulomb contraen

les hidrogenoides, /6/

Vol.V,No.4,1989

ello es
mumérica
stramos
cidn, De

el apanta-
NR=%46;
—AN P
especifi-
la segunda
-ntes a las
ima columna
lculados de
ecto rela-
pantalla-
raccidén
rlo, tanto
Z, Es co-
elativistas
mpo exter-
10s orbita~
Nuestros

resultados

demuestran que los efec-

tos relativistas debidos a la inte-
raccidén coulombiana obran en senti-
do igual spbre el orbital bialootré-
nico, contrayéndolo,

TABLA 1
APANTALLAMIENTO POR INTERACCION
COULOMBIANA
- A A
10 -0,0007 0.3118
Lo -0,0108 0,3017
80 =0,0L475 0.2650
100 -0,0815 0.2310

1
El desarrcllo de 13 energia del

sistema en

para los pri

potencias 9%, condu jo

meros términos al re-

sultado

o
Ec= E° +4E, +AE,, (5)
donde: .

E° = 2my (52)
es la energia exacta no interao-
tuante

AEg E I, e

[ o
con I dad*

por (3a), es la expre-

sién relat vista exacta del corri-

miento ‘del|e
por interacc

stado basico helioide

ién coulombiana de

primer_ord n., En 1a tabla 2, 2a

columna, s

para distint
ricamente de
de (5b) en|p
al resultado
AEC= [;§+
«(x2)m

El dltimo té
presidn
AE

es la eval
marcos del e

ce™ _“;'W

dan valores del mismo

as Z, ealouladas numé-
sde (3;). El dosarrollo
otencias (mz) condu jo

;f'(i-1n2)(mz)2+...]

(50)

rmino de (5) tiene ex-

(x *fclz (56)

cidn aproximada, en los
squema HFD, del corri-



miento del nivel basico helioide
por interaccién coulombiana de se-
gundo orden, Fn la tabla 2, 3a co-
lumna, se muestran valores calcula-
dos numéricamente desde (5d)., El
desarrollo de (5d) en potencias de
(uZ)2 conduce al resultado

Eqo —:Ei—l:1+o.71(az)2+,.zl @ *m
256
(5e)

Una evaluacién analitica mias so-

fisticada del corrimiento energético

de segundo orden por interaccidn

coulombiana de los electrones del
estado basico helioide, dio resul-
tado /7/ '

-0.15767 [ 1+2.38(22)%+.. Jo?m

(5£)
En las ultimas columnas de la

AE

z—
ccT

tabla 2 se muestran valores de la
energia del estado basice helioide,
segin nuestro modelo: Eq ¥y un cal-
culo numérico HFD en el esquema

de Roothaan realizado en /8/: Eg

TABLA 2

CORRIMIENTOS ENERGETICOS POR INTERACCION COULOMBIANA Y FENERGIA TOTAL DEL
ESTADO BASICO HELIOIDE (EN UNTIDADES ATOMICAS)

’

z A Be ‘ A Eqc B Eg
10 6,262 -0,098 -93,969 -93,983
18 11,322 -0,099 -314, 186 =314, 200
ko 25,829 -0, 104 -1609, 890
60 4o,522 -0,114 -3750. 956
80 58,096 =0, 131 -7006,419
100 81,7k ~0,167 -11796,814

CORRIMIENTO ENERGETICO POR INTER-
ACCION MAGNETICA

Como precisamos en la introduc-
eién, la formulacién rigurosa del
problema relativista reclama de
la aplicacidn de las técnicas de
la Electrodinamica Cuéntica, En
‘ella el movimiento de particulas
se describe mediante los propaga-
dores cuantoelectrodinamicos y.
sus intéracoionsq por el intercam-
bio de fotones, Como se conoce, en
la Teoria Electromagnética hay
distintas calibraciones para los
potenciales electromagnéticos ¥y
por ende distintas formas posiﬁles

de expresar el propagador foténico,

10

La traduccidn del tratamiento cuen-
toelectrodindmico a los procedi-
mientos cuantomecanicos tradiciona-
les no es inmediata, en particular
la introduedién'de potenciales pa-
ra describir las interacciones
cuantoelectrodinamicas., A esta ta-
rea se le ha dedicado esfuerzo con-
siderable., /1/ Los potenciales
usados para describir las interac-
ciones cuantoelectrodinamicas es
necesario introducirlos para cada
orden perturbativo, En primer or-
den perturbativo,empleando calibra-
cién Coulomb, aparecen dos poten-
ciales para describir la interac-
cién: el instantaheo coulombiano
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Y otro que incluye la
magnética de primer or
tos de retardo, usualm
do como poterncial de B

parte magnética tiene
—
S TRy
b T T
12

Resulta que para el
sico helioide el poten
Breit se reduce a vH.(

tos del mismo sobre la
cidén de niveles de ene
su definicidn, deben i
en primer orden pertur
.ca de su posible utili
ordenes perturbativos
al primero, y en parti
su inclusidn en el ca
sistente HFD se ha pro
teresante discusién, /9,

El corrimiento del

helioide debido a 1la i

magnética de primer orden v

estado ba-
ial de

distribu-

gia, segin
corporarse
ativo,

acidén en

3,10/

I_ufal basico
t

,
eraccion

M? ha

sido calculado con exprfesidén ana-
1itica exacta, el resultado /11/

2 iy = 1y (7).
donde !
I.= (7a)
Vs ol rchep | 50
= 5 2 1 (BT+1)
KM_a(mZ) m
30re1) Z(2ret) oy
B 2r1(1,hv+1,zv+3;3) (7e)
El desarrollo de (7) en potencias
(tXZ)2 conduce al resultado
AB,= }i[}+(10-1h1n2)(u2)2+..ZJ
m(az)jm : (7e)
En la tabla 3,2a columna, se

muestran valores de AE

M obtenidos

por evaluacidén numéricg de (7) pa-

ra distintas Z,
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) Los efec-

Acer=

11

~ efectiva Z

El corrimiento energético debi-

do a (6) q
tido, en p
vo, se exp
matricial
de onda ob
el product
funciones

miclear Z

por (3), 4
presa por

n el modelo aqui discu-
rimer orden portufbati-
resa por el elemento

de (6) con la funcién
tenida,
o antisimetrizado
hidrogenoides con
sustituida por la carga
c_-.z(1-'ac/z) y 4, dada
icho corrimiento se ex-
(7) con Z sustituida

Como ésta es
de
carga

por ZC, esto es

A EMagglM(

aqui IM(Z
Como A)§}<

Z) (8)

c) = KM(Z——s"zc)FM(z-a zc).

1 en los sistemas del

interés d
ble desar

los autores, es posi-

1lar (8) en potencias

de este parametro, limitédndose a

las prime

caleculo ¢
Ky (Zg) =Ky
donde

M =i -

<Ly (2Y41)

s, Para KM un simple
duce al resultado

[ 1410, " 700 ]

o
%L {-h1n2+h ¥ (LYe1)-
1

T Yl :}

(9)

(9a)

El desarrollo de FM(ZC) es

mas labori

0so, Empleando fdérmu-

las de recurrencia para las fun-

ciones 2F1
dop en la

’
-con parametros varia--

unidad y expresiones de

las mismas para el argumento %, a

través de

arribamos

funciones gamma, /5/
a la identidad

B (2,)= _glg +$ {R [(2Yc+2)

3 Tc— r(alrc*'}é)
Y e +% JYe+% (10)

Ye Te

[=teieih ;

con Y =\ﬁ~(azc) . Desarrollando
(10) en potencies de %c/, se ob-
tiene,




(11)

Fy(Zo)= Fy [}+f f}4+ ...

donde

-3 1
)( Z) {7+1 T Y% .

- 2¥(2Y+%) + ;Yf:;;—

Yiia- 1

5 (112)
y (27=1) Fy

Sustituyendo (9) y (10) en (8)
obtegzmos,‘hnata él primer orden

en

DBy o= DBy* AByg (12)

donde AE,, se dié en (7) v el Glti-
mo término tiene expresidn .

HELIOIDE (EN UNIDADES ATOMICAS)

L EByc=
X

S T St

———

2m (az)

2 (koH o) () )T Ty
13)

- (13) es la expresidn de la evalua-

cién aproximada, dentro del mode-
lo HFD,

co del estado basico helioide por

del corrimiénto energéti-

interaccidén de segundo orden mix-
En la
se muestran

ta: coulombiana-magnética,
tabla 3,3a columna,
valores obtenidos por resolucidn
numérica de (13) para distintas ‘
Z. En la misma tabla, en las @ilti-
mas columnas se muestran valores
del corrimiento magnético A EMug
obtenido mediante nuestro modelo ¥

en el trabajo /8/: AEMag

TABLA 3
CORRIMIENTOS ENERGETICOS POR INTERACCION MAGNETICA DEL ESTADO BASICO

< A By ALye Alyae AN -
10 0.01333 ~0,00125 0.01208 0.01211
18 0,07804 -0,00407 0.07397 0.07400
4o 0,87465 -0,02063 0.85402 :
60 3.060Q2 . =0,04937 3.01065

80 7.68669 -0, 10304 7.58365
100 1649652 ° -0,27638 16,22013
El desarroilo de (13) en poteﬁg CONCLUSIONES

- cias de (12)2

AEMC =33 [+ <‘°3 2 - $5)

(@z)?  (az)? (14)
cuyo aporte fundamental: =0,2344

conduce al resulta-

+ eee o

a2 (dz)am es cercano al resultado
de un caloculc analitico exacto del
mismo /7/: =-0,2568 «? (mz)zm.

12

De la comparacidén de los resul-
tados rnuméricos obtenidos en este

. trabajo para la energia del estado

basico helioide y los del calculo
HFD mas sofisticado realizedo en
/8/ ==que construye el orbital
unielectrdénico superposicién de
varios orbitales de Slater--, cons-

tatamos lo adecuado del modelo uti-

Revista Cubana de Quimica



lizado a pesar de la simplicidad
de la funcidén de ensayo|empleada.

Conociendo que para el estado ba-

sico helioide la energi
laoipnAEcorr es de ord
u.,a.,, resulta que la di

de nmuestros resultados

a los de /8/ es menor g © AE e
que de hecho cualquier modelo
Hartree-~Fock omite, No ¢bstantegs

los valores de la energ
dos en /8/ son me:jores
tros, esto es evidente
menores y el método varjacional
siempre aproxima la ene
encima, —

La precisidn relativ
valores aqui obtenidos
con el aumento de Z, pu
caso se refuerza el car
drogenoide de los elect
se evidencia de la comp
las energias aportadas
métodos para Z=10 y 18,

Un detalle que es ex
la expresién de la ener
que la solucidén Hartree
un sistema considera ex
‘mera correccidn por int
coulombiana, Las correc
cesivas sélo se incluye
damente, Aquf al detene
rrollos en la potenciﬁ adratica
del parémetroﬁo/z,sélo se consi-
dera hasta la segunda correccidn
por interaccién coulombjana. Esta
es otra causa que separa nuestros
valores de la energia d

siderando

ra

nidos en /8/., Aungue co
que el corrimiento energetico por

interaccidén coulombiana|de tercer

orden es proporcional a }éa, para

Vol.V,No.4,1989

de corre-

aproxima-
los desa-~

los obte=

13

‘sobre el ap

sistemas de Z elevada, que son 11:
de nuestro [interés, esta correc-

cién y siguientes parece que apor-

tan en cifras signifioativ&s a la

derecha de la cifra que sefiala la

diferencia icon los valores obteni-

dos en /8/, :
En el caso del corrimiento magné-

tico es ain mayor la cercanfa de

los valores obtenidos que los

de /8/.
Un aspecto de interés a abordar

.en futuro trabajo es el analisis

de la incorporacidén de la interac-
cidn magnética en el prooeio varias«
cional, que en los marcos de nues-
tro modelo corresponde a su inclu-
sidén en el campo autoconsistente
HFD, Desde pl punto de vista del
andlisis de| los efectos relativistas
_tailamianto, tal ge-
neraltzacidn es una necesidad, pues

la intoracc_én magnética comienza
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