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Variables Aleatorias

» Una variable aleatoria es una funcion que
asigna un numero real X({) a cada resultado ¢
en el espacio muestral S de un experimento

aleatorio
X)) =x

{ ./ linea real




Ejemplo

» Una moneda es lanzada tres veces y se registra la
secuencia de caras y sellos. El espacio muestral
para este experimento es S =

{CCC,CCS,CSC,S5CC,CSS,SCS,55C,S55S}. Sea X el
numero de caras en tres lanzamientos. X asigna a cada
resultado ¢ en S un numero del conjunto Sy = {0,1,2,3}.
La tabla muestra los ocho resultados de Sy su
correspondiente valor de X.
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» X es entonces una variable aleatoria que toma valores
en el conjunto Sy = {0,1,2,3}




Ejemplo

v Un jugador paga $1.50 para participar en e/
siguiente juego.: Una moneda es lanzada tres
veces y se registra el numero de caras X. E/
Jjugador recibe $1 siX =2 y $8 siX =3, pero
nada si tiene otro resulftado. SeaY el premio para
el jugador.

» Y es una funcion de la variable aleatoria X y sus
resultados pueden relacionarse al espacio
muestral del experimento aleatorio como sigue
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» Y es entonces una variable aleatoria que toma
HQres en el conjunto Sy = {0,1,8}
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Ejemplo...continuacién

» Encuentre la probabilidad del evento {X = 2}
» P[X = 2] = P{CCS,CSC,SCC}
= P{CCS} + P{CSC} + P{SCC}
~1,1.,1
8 8 8
3

8
» Encuentre la probabilidad de que el jugador

gane $8

PlY = 8] = P[{CCC}] =%




Variables Aleatorias Discretas

» Asume valores de un conjunto contable
SX — {xl,xz,X3, }
» Es finito si su rango es finito
SX — {xl,xZ, ...,xn}
» Si Sy es discreto, solo necesitamos obtener
las probabilidades para los eventos

A = {0: X(0) = x4}




Funcion de Masa de Probabilidad

(fmp)

px(x) = P[X = x| = P[{{: X({) = x}] para un
numero real x

La fmp py(x) satisface tres propiedades:

i px(x) =0 paratodo x

11 ZxESX Px (%) = Xtoao k Px (Xk) = Xtodo k P[Ax] =1
ii. P[XenB] =),cgpx(x)donde B c Sy




Ejemplo

» Sea X el numero de caras en tres
lanzamientos independientes de una moneda.
Encuentre la fmp de X.




Ejemplo

» Cuando un jugador de baloncesto lanza dos
tiros libres, cada lanzamiento puede ser
Bueno (B) o malo (M) y el experiment se
considera equiprobable. ;Cual es la fmp de X
del numero de puntos que el jugador anoto?




Ejemplo

» Un jugador recibe $1 si el
en los tres lanzamientos
$8 si el nUmero es 3 y nad

caso. Encuentre la fmp de

numero de caras

e una moneda es 2,
a en cualquier otro
premioY.



Distribucion de Bernoulli

» X es una variable aleatoria de Bernoulli si su
fmp tiene la forma

([ 1-p, x =10
px(x) =1 b x=1
0, de otro modo

Donde el parametro p estaenelrango 0 <p <1




Ejemplo

» Sea A el evento de interés en un experimento
aleatorio donde un dispositivo no es
defectuoso. Decimos que un “éxito” ocurre si
A ocurre cuando se realiza el experimento. La
variable aleatoria Bernoulli I, esigual a 1 si A
ocurre y O de otra manera y esta dada por la
funcion indicador para A:

0 si{noestaenA
IA(() — {1

si (estaen A
Encuentre la fmp de I,




Ejemplo

» Sea X el numero de veces que un mensaje
necesita ser transmitido hasta que llega
correctamente a su destino. Encuentre la fmp
de X. Encuentre la probabilidad de que X sea

un numero par.




Ejemplo

» Un canal de comunicacion binaria introduce
un bit de error en una transmision con una
probabilidad p. Sea X el numero de errores en
n transmisiones independientes. Encuentre la
fmp de X. Encuentre la probabilidad de uno o

MEeNOS errores.




Distribucion Geomeétrica

» X es una variable aleatoria p con distribucion
geomeétrica si la funcion de masa de

probabilidad (fmp) tiene la forma:

_p(1=p)* 7, x=1,2,..
Px (x) {O, de otro modo




Ejemplo-fmp

» La variable aleatoria N tiene una funcion de
masa de probabilidad:

(¢ 1,2
Py =1 7w n=123

\O, de cualquier otro modo
1. ¢Cual es el valor de la constante ¢?

Encuentre P|[N = 2].
Encuentre P[N = 1].
Encuentre P|N > 3].
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Ejemplo-fmp

» En un paquete de M&M, Y es el numero de
M&M Amarillo y esta uniformemente

distribuido entre 5y 15.
1. jCual es la fmp de Y?
2. Encuentre P|Y < 10]
3. Encuentre P|Y > 12]
4. Encuentre P[8 <Y < 12]




Ejemplo-Distribucién Geomeétrica

» Ejemplo: si existe una probabilidad de 0.2 de
rechazo, dibuje la funcion de masa de
probabilidad de la variable aleatoria
geometrica.

0.2(0.8)Y~ 1, =1,2,...
py (y) ={ (0:8) Y

0, de otro modo

fmp de una Distribucion Geomeétrica
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Distrib

ucion Uniforme

» X es una variable aleatoria (k,1)con
distribucion uniforme si la funcion de masa

de probabilidad (fmp) tiene la forma:

px(x) =+

(1

x=kk+1,k+2..,1

l—k+1’

\ 0, de otro modo

Donde los parametros k y [ son enteros de
modo tal que k < I




Ejemplo-Distribucion Uniforme

» Se lanza un dado. La variable aleatoria N es el
numero que sale en el lado superior. Por lo tanto,
N es una variable aleatoria (1,6) con distribucion
uniforme. Dibuje la funcidn de masa de
probabilidad (fmp) de N:

(

1
— =1,2,3,4,5,6
pX(x)=< 6) X ) &y Iy L, J,

0, de otro modo

...........




Valor Esperado de una Variable
Aleatoria
» Valor esperado o media

my = EX = ) apx() = ) xipx (i)

XES x k
El valor esperado E[X] esta definido si la suma
anterior converge absolutamente. Esto es:

EIIXI) = ) Ixilpy (o) < o0
k




Ejemplo: Media de la variable
aleatoria Bernoulli

» Encuentre el valor esperado de la variable
aleatoria Bernoulli I,




Ejemplo

» Sea X el numero de caras en los tres
lanzamientos de una moneda. Encuentre E[X]




Ejemplo

» Sea X el numero de lanzamientos buenos en
los dos tiros libres de un jugador de
baloncesto. Encuentre E[X]




Ejemplo

» Sea X el numero de bytes en un mensaje y
suponga que X tiene una distribucion
geométrica con parametro p. Encuentre la
media de X




Ejemplo

» Una moneda es lanzada repetidamente hasta

que sale “sello”. Si se necesitan X
anzamientos, entonces el casino paga al
jugador Y = ZX délares. jCuanto debe el
jugador estar dispuesto a pagar para jugar
este juego?




Varianza de una Variable Aleatoria

» Para proveer una medida de la variacion
alrededor de la media (valor esperado).

» La desviacion alrededor de la media puede
tomar valores positivos 0 negativos.

» Nuestro interés es solo en la magnitud de la
variacion
ox* = VAR[X] = E[(X —m,)?]

= ) (=m)?py(@) = ) (v~ m) ()

XESx k=1




Desviacion Estandar de la Variable
Aleatoria X

1
oy = STD[X] = VAR[X] 2

Forma alternativa para calcular la varianza:

VAR[X] = E[(X — m,)?] [X = 2ZmyX +my 2]
= E[X?] — 2myxE[X] + my i
= E[X%] —m,

E[X?] es conocido como el segundo momento
de X. El n — ésimo momento de X esta definido
como E[X™]




Funcion de Distribucion
Acumulada (cdf)

» Funcion de distribucidon acumulada (cdf) de
una variable aleatoria X esta definida como la
probabilidad del evento {X < x}:

» Fy(x) =P[X < x] para —oo < x < 4+




Propiedades basicas de cdf

» lim Fy(x) =1

X—00

» lim Fy(x) =0

X——00

» Fy es una funcion no-decreciente de x, esto
es, si a < b, entonces Fy(a) < Fx(b)

» Fy(x) es continuo desde la derecha, esto es,
para h > 0, Fx(b) = }Lii% Fy(b+ h) = Fx(b™)




Propiedades del cdf para calcular
probabilidad de eventos

» Pla < X < b] = Fx(b) — Fx(a)

» P[X = b] = Fx(b) — Fx(b™)

» P[X > x] = 1 — Fy(x)

» Pla< X <b]=P|X =a]+ Pla<X <b]
= Fx(a) — Fx(a™) + Fx(b) — Fx(a)
= Fx(b) — Fx(a™)




Ejemplo del jugador de
baloncesto-cdf

» Cuando un jugador de baloncesto lanza dos
tiros libres, cada lanzamiento puede ser
Bueno (B) o malo (M) y el experimento se
considera equiprobable. Si X representa la
variable aleatoria del numero de
lanzamientos en el que el jugador anoto.
Encuentre y dibuje la cdf de la variable

aleatoria X.
Resultado | MM | M8 | BM | B8

P[-] 1/4 1/4 1/4 1/4
1 1 2




Ejemplo del jugador de
baloncesto-cdf...continuacion

Resultado | MM | M5 | BM_ | BB

P[-] 1/4 1/4 1/4 1/4
X 0 1 1 2
fmp del ejemplo de los 2 tiros libres del jugador de baloncesto
0.5 T . . = . : .
0.45
04} ( 1
0.35F Z, x=0
R 0.3} 1 _q
] i f ' px(x) = 1 2’ *=
0.2 T 1
0.15 Z, X =2
o1r 1 L0, de otro modo




Ejemplo del jugador de

baloncesto-cdf...continuacion
Resultado| MM | MB | BM | BB

P[-] 1/4 1/4 1/4 1/4
X 0 1 1 2
(1 B Usando como referencia la fmp, se
4’ x =0 obtiene la cdf de la variable aleatoria X
1 ) (0, x <0
= PY; X = 1
px(x) = 3 12 : 0< x<1
7 x =2 Fy(x) = P[X < x] = {5
L0, de otro modo 4’ l=x<2
1, X =2

cdf del ejemplo de los 2 tiros libres del jugador de baloncesto L




Ejemplo-cdf

» La variable aleatoria Y tiene una funcion de distribucion
acumulada (cdf) como se muestra en la figura:

» Utilice la cdf para
encontrar las siguientes
probabilidades:

. P[Y<1], P[Y<1]

2. P[Y>2], P[Y=2]
3. P[Y=3], P[Y>3]

y)

A
W\
O
A%




Ejemplo-cdf

Dada la siguiente funcidn de distribucion
acumulada (cdf), encuentre las siguientes
probabilidades:

cdf del ejemplo

7. PlY < 1] 1

2 PlY <1] o
5 PlY>2 Ol
s PlY = 2] ol
5. PlY =1] S os
& PlY =3 04|
7 Py(y) zz
s E[Y] |




Ejemplo-cdf

» Una variable aleatoria discreta X tiene cdf:
(

0, x < 3,
104, —3<x<5,
Fx(X) =108 5<x<7,
\ 1, x =7
1. Grafique la cdf de la variable aleatoria X.

2. Escriba la funcion de masa de probabilidad
Py(x) de la variable aleatoria X.

3. Encuentre el varlor esperado de la variable
aleatoria X.




Funciones de una Variable
Aleatoria

» Una funcion Y = g(X) de una variable aleatoria
X es otra variable aleatoria




Valor Esperado de Funciones de
Variables Aleatorias

Sea X una variable aleatoria discretay Z = g(X).
El valor esperado de Z esta dado por:

FIZ] = Elg00] = ) g(ups(xi)
k




Varianza

» SeaY = X + ¢, entonces la varianza sera:
VAR[X + c] = E[X + ¢ — (E[X] + ¢)4]
= E[(X — E[X]?)] = VAR[X]

» Agregar una constante a una variable aleatoria no
afecta la varianza. Sea Z = cX, entonces:

VAR[cX] = E[(cX — cE[X])?]
= E[c*(X — E[X])?]
= c?VAR[X]

» Multiplicar una variable aleatoria por ¢, multiplica
la varianza por c¢? y la desviacién estandar por |c]|.
Sea X = ¢ una variable aleatoria que es igual a

una constante con probabilidad 1, entonces
(X —c)?] =E[0] =0




Ejemplo-funcion de una variable

aleatoria

» La amplitud en Volts (V) de una senal senoidal es
una variable aleatoria con fmp

(1
Pv(v):<7’ v:_3,_2,...,3
0, de cualquier otro modo

Si Y =V?/2 Watts denota la potencia de la senal
transmitida. Encuentre:

1. Py(y)
Fy(y)
ElY]
VAR|Y]
STD|Y]
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