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1. NUMEROS REALES

El conjunto numérico con el que aprendemos a cadael Conjunto de Los Numeros
NaturalesN ={1,234,..}. Cuando se trabaja solamente con este conjusigsteaccion no
siempre es posible, por ejemplo 4-4 y 8-12 no tiemespuesta en el conjunto de numeros
naturales. Surge entonces el Conjunto de Numerosrd&nZ ={...—-3-2- 10123,..}.
Este conjunto numérico no es cerrado para la divisiporque no siempre al dividir
nameros enteros obtenemos como cociente un nunmtevoe por ejemplo, al dividir

—14+ 2 obtenemos —7 que es un namero entero, p2re—14 no tienen solucion en este
conjunto numérico. Para resolver esta situaciégesal Conjunto de Numeros Racionales

Qz{%/a,bmz yb;to}_

Debemos observar que todo namero entero es un atra@onal, es decir, el conjunto de
los nimeros enteros es un subconjunto de los nénragionales, ya que todo numero
entero se puede escribir como un nimero raciomadeaominador 1, por la cuald Q.

Todo namero racional, se puede representar tangoido un namero decimal finito o un
namero decimal periddico, que se obtiene al dividlinumerador entre el denominador.

Por ejemplo:
1 2 3 99 =5

Algunos nameros no pueden representarse como cient® de dos niameros enteros, a
ellos se les conoce como el Conjunto de NuUmercacitmales y se representan
simbodlicamente porl . Estos nimeros pueden representarse como numeocimates

infinitos no periédicos, por ejemplo:/2 =1.41421356. —-71=-3.1415926..
e=27182818..

-[3=-1732.. 37 =1912..
A la unién del Conjunto de Nimeros Racionales @@hjunto de Numeros Irracionales se

le denomina Conjunto de Numeros Reales R, es detinumero real puede ser natural,
entero, racional o irracional; como lo muestraglignte esquema.

NUmeros Reales

R

Racionales Irracionales
0 |
Enteros
Z

Negativos Cero l Naturales
(Opuestos de los Natural N




El conjunto de nimeros Reales puede representeaeagnente sobre los puntos de una
recta la cual llamaremos la recta real.

—L 1111, .
504 32 2 1 o0 12 3 4 5

Himeros Negativos ' Himeras Positivas

El conjunto de nimeros Reales cumple la relaciéorden, la cual establece que dados dos
nameros reales cualesquierg b, se cumple una y sélo una de las siguientes afionas:

<
a<b a-<h
a=b | ]

| |
a>b i b

F
¥

Es importante observar que en la recta real, todoeno que esté a la derecha es mayor que
cualquiera que este a su izquierda.

En ocasiones necesitamos trabajar con todo el G@mnjde Numeros Reales o con un
subconjunto de él. Para representar estos conjurtttagamos el concepto de intervalo. Un
intervalo es un conjunto continuo de nimeros reales

| Notacion de| Notacion de . -
ntervalo intervalo conjunto Representacion grafica
Abiert b 00 b <0 O—»
ierto (a,b) {xO0O |a<x<b} 0 >
Cerrado [a,b] {xooO|asx<h} - : 1 >
(a.b] {xoo|a<x<h} -0 o—>
Semiabiertos a b
[ab) {xOO|as< x<b} -—e O—>
a b
+—0 | >
(a,oo) {xDD|a<x} a
[a,°°) {xDD|as x} - : > -
Infinitos (- o0,b) {xODO|x<b} -— Ol; >
(- oo,b] {xoO|x<Hb} - - »
(-o0,00) | {xOO]-00 < x< o0} b
< >




PRACTICA N°1
I. Exprese los siguientes intervalos en notacion dguoto y represente graficamente.

1. (-57] 2. [-84] 3. (~o0,0)
i (-] s [2o] e

Il. Exprese cada uno de los siguientes conjuntos etinatde intervalo y represente
graficamente.

1. {XDD|5<X} 2. {XDD|—7<XS2} 3. {xDD|xle}
3 2 3 5

4. {x0O|-4<x< 4 6. {xOO|-7<x<§}

5, {xDD|2£x<3}

[ll. Exprese en notacién de conjunto y en forma deviater




RESPUESTAS

. Parte
1) {xO00O|-5<x<7}
e : I —t—t——
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 45 § 7
-3< X<
2){XDD|8_X_4} B B, S S S S S B
4 -7 -F -5 -4-3 -2-10 1 2 3 4
3) O - >
4) {xDD|xsg} * —
3
5) {XDD|55x<8} D B m e ey O
2 213 4 5 f 8
5
)
6) {xDD|—2sx} “'—: .
"3
Il. Parte
3 3
2) (_7’2} O
23 —41—3 -2 -1 1 11
7 2
) 3
I
5 = .
12
5
4) [_4’4] | | | | | | |
A—i— 1 1 1 — i
4-3 -2-10 1 2 3 4
3 -~ ———
5 =3
) [2 j 11 23
3
3
6) (_7,8) "'_‘C- ! 3_-_

-7 -6 -5 -4 -3 -2-10123 45678



2. EXPONENTES

2.1 Propiedades de los exponentes.

a) Exponentes enteros positivos:
Los exponentes enteros positivos se asocian amemreal para indicar la multiplicacion

repetida de tal nimero. Por ejemplo escribimadx [k = x*, en donde el entero positivo 3
se llama exponente e indica que el nimero real xepde tres veces como factor

x"=xXX...X n factores El entero positivonse llama exponente de y el nUmero

real x es la base. La expresiéfi es una potencia y se lee coimo a la n-ésima potencia
"o"xalan"

¢ Teorema 1: para todo numero real x, siendo n uerenpositivo:
1. Si,x>0, entonces">0
2. Si x< 0, entonces">0 si n es par
3. Si x<0, entonceg" <0 si n es impatr.
4. Si x=0, entonces"=0
5. Si n =0, entonces"=1

Las leyes basicas para los exponentes se estalbesigniente:

¢ Teorema 2: para cualesquiera, nimeros reales “éh&lo m y n enteros positivos:

1. x"@"=x"" los exponentes se suman.
2. [xm] "=x™ los exponentes se multiplican
3. [xyJ"=x". y"
4. x°=1 Todo numero real x elevado a 0=1

XM h s _
5. —=x"" 0 x"=x"=x"" Los exponentes se restan

X

. x™ 1
6. Si m<n, entonces—=——-

X X

o 1

7. X n__n
X

$ Estas leyes para los exponentes se pueden extarrégitas que incluyen tres o mas
potencias. Por ejemplox™.x".x? = x™"*P

Ejemplo 1: Encuentre el product{2x’y? [3x%y*).
Solucion:
(2x3y3 )(sz y4) — (2.3.x3+2.y2+4) — 6x5y6



Ejemplo 2: Encontrar el producto d(é3x3y224)3.

Solucion:
(33 )(x‘°’)3(y2 )3 (24)3: 27x°y°z"

. _ 22\ (y?*Y
Ejemplo 3: Encuentre el producto {%J ()(3} .

y
Solucioén:

2V (y' ) 4y _ay?
y3 X3 6 'X9 X5
PRACTICA N°2

1. (Ba*)sab!) 2. (PP 3. [a%?)(-2a0°F 4. (zeysz)s[ E x2y4]4

235%03¢7 36x%y7’ 26M*1pen-2 (Sakb4k )3 o [(3Xy2 )4 .(2x3y4 )st
: 223%p8c? Y 12X7y226 : a1+t : (5ak+1b2k+1)2 : (4x2y3)5
10 (2x2y)2 (4X3y2)3
. 3 Blro2 P
bevf l2xy)

Ejemplo 4: Exprese(x'?’y'zzo)'2 sin exponentes negativos y simplificar.

Solucion:
(x-sy-zzo )z :[(X—sy—z )(1)] 2 :[X—sy—z ]—2 N Y

1 -1

Ejemplo 5: Exprese% sin exponentes negativos y simplifique.
Solucion:
1 1
xteyt XY yex xy .
G- L w1
Xy

PRACTICA N°3

N [ R EX VN S 1 () B [ ATk

XZy 2 X3y—7

a2"3 gnts (3Xn+l)2 Ve

S. a3n+l'an—3 : X2(n+1) '(X—n)3'




RESPUESTAS

PRACTICA N°2

3 _ 2
2505 . 6). 3}1/2;
a’b X

1). 15a%7; 2). a¥%'® ; 3). -25922'%% ; 4). %x”yzg’z3 ;5.

a2 - 27ak—2b8k—2 . 656]}(6y25 ) 4.8
7).F, 8).T : 9)'T’ 10). 2048&*y
PRACTICA N°3

20y’ 4y
1. d® :2.1:3.3 -4 x" -5 a"™" .6 o,
3. RADICALES

Raizes una expresion algebraica que elevada a unacteproduce la expresion dada.
Asi 2a es la raiz cuadrada déa® por que (2a)’ =4a”. Pero —2a también es raiz

cuadrada deta® porque(-2a)’= 4a’.
Asi 3x es raiz ctbica d27x® porque(3x)*= 27x°.

El signo de raiz eg/_, llamado signo radical. Debajo de este signo secedk cantidad a
la cual se extrae la raiz llamackntidad subradical

El signo \/_ lleva unindice que indica la potencia a que hay que elevar lapafa que
reproduzca la cantidad subradical. Por convendidmdéce 2 se suprime y cuando el signo
J nolleva indice se entiende que el indice es 2.

$ Si una raiz indicada es exacta, tenemos una cathtideional. Si no tiene raiz exacta,
es irracional.

Asi: 25a°=+5a es una cantidad racional% es una cantidad irracional, este no tiene
raiz exacta.

El grado de un radicalo indica el indice de la raiz.2. Asix es un radical de segundo
grado,% es una radical de tercer grado.

3.1 Propiedades de los radicales.

3.1.1 Ley distributiva.

$ En la radicacion no se cumple esta ley con rela@da suma y a la resta; esto es:

10



1. VY36+64 noes iguak/% + J64.

Observe:

\/36+64%/36+-/64

~/100Z6+8
10214

2.425-9 = 16 = 4 pero-/25-./9 =5-3=2 no es igual.

$ La radicacion es distributiva con relacion a la riplicacion y a la division:
En efecto si tenemosfab¢ esto es igual &/aB/b O/c.
Ejemplo 1: Simplifique -/ 4a’x 250 .

Solucioén:

\J4a’x 2B Es igual a/4a” /250 porque~/100a°b® =10ab y (2a)(5b) =10ab.

$ En el caso de la division podemos aplicar la sigtgerelacion: si\/gzﬁ es lo

mismo siempre y cuando#0.

2
Ejemplo 2: Simplifique gzl .

2

Solucién:
|4a’ _ ~4a® _+2a
9> gz -3b

Simplificacion de radicales.

&Es reducir a su mas simple expresion. Un radicah esducido a su mas simple
expresion, cuando la cantidad subradical es enyedal menor grado posible.
En la simplificacion de radicales consideraremaddias casos siguientes:

Caso 1:
Cuando la cantidad subradical contiene factores enponente es divisible por el indice.

Ejemplo 3: Simplifique ¥9a® =.

11



Solucion:

/9a® Se descompone el 97 en dos factores tales que uno de ellos poseanuaéirada
exacta a la raiz indicada.
Asique9=3y a’=a’@.

2 2
Entonces\/9a° =-/3@°@ = ¥ @’Ha =3a/a.
Se saca del radical, aquellos factores cuyo expersera divisible por el indice (dividiendo
su exponente por el indice).

PRACTICA N°4
Simplifique:

2, ,6
1. 3/80y* 2. J160dy°Z° 3.3/32x¢y" 4. /;—3;4 5. 1

CASO 2:

Cuando los factores de la cantidad subradicaliydéte tienen un divisor comun.

Ejemplo 4: Simplifique v 4a” .
Solucion:

Se descompond =2? y se reemplaz4/2°a® aplicando la tercera regla de los exponentes
2 2 1 1

(teorema 2), a la inversa tenem@s: a*=22 a?=-/2a.

PRACTICA N°5
Simplifique:

1. 4252  2.¥81¢y  3.¢343%2 4. ¥min'®

Reduccion de radicales al minimo comudn indice.

$ Esta operacion tiene como objeto convertir radgcale distintos indice en radicales
equivalentes que tengan el mismo indice. Parasdlaplica la siguiente regla:
Se encuentra el M. C. M. de los indices, que Seirfd&ce comun y se eleva cada cantidad
subradical a la potencia que resulta de dividir ialice comdn entre el indice de su
radical.

Ejemplo 5: Reduzca al minimo comdn indicé¢2a, ¥/3a% y ¥15a%¢ .

Solucion:
El M.C.M. de los indices: 1, 2 y 6 es 6. Dividienficentre cada indice se obtiene el
exponente de la cantidad subradical.

12



Y3a%b = §/(3a’bf = %0a’’

8/15a% = 8/15a%2 = 9/15a%

PRACTICA N°6

Reduzca al minimo comun indice:
1../5x, 3/4x?y, 87a 2. Y2ab, ¥Y3ax, Wsad® 3. ¥8adxe, ¥3a°m’
4. yJ2m, 3¥a%*, 2 Yxy? .

3.2 Operaciones con radicales.

3.2.1 Suma y resta de radicales.
Se descomponen las cantidades subradicales yraeresiguellas cantidades que se puedan

sacar del radical, luego; se reducen los radic@egejantes y a continuacion se escriben los
radicales no semejantes con sus propios signo.

Ejemplo 6: Reduzca/45a° +-/80x° .

Solucion:
\/45a% +/80x? =/3?Ba’ ++/2'Bx? = 3a./5 + 4x./5 = (3a + 4x)./5

Ejemplo 7: Reduzca2y2ab?’ ++v18a° - (a+ 2ol2a.

Solucién:

2b./2a +-/3?2a°@ - (a+ 2b)./2a = 2b-/2a + 3a-/2a - (a + 2b)./2a
=(2b+3a-a-2b)/2a =2a/2a

PRACTICA N°7

Simplifique:

1. @+\/4_93—@

2. 2y men —yonmn +v1emr? —4mr?
3. av/320x - 7v/5a% - (a - 4 W/5x

4. JIX-9+ax—-4-5Jx-1

5. 2\fa’x+3a’y —a \JOx+ 27y + /25" + 75y

13



3.2.2 Multiplicacion de radicales

Regla:

$Se multiplican los coeficientes entre si y las icmules subradicales entre si,
colocando este ultimo producto bajo el signo ratl@amin y se simplifica el resultado.

Asi que:a¥mxby/x = aby/mx.
Ejemplo 8: Multiplique v x+1+ 24 por Wx+1-vVx.

Solucioén:

(Sxr1+2/xfa v -x)
=3/(x+12f —/xP+x +6/xP+x - 2/5¢
= 3(x+1) +5/x+x - 2x

=3X+3+5/x%+x - 2X

= (x+3)+5/x*+x

PRACTICA N°8

Simplifique:

1. Ja+Ja+1 porJE+2\/a+1 2.2Ja-3/a-b por3J§+Ja—b
3. 2/x+2-2porJx+2-3 4.2 azxxg\/g 5.3/12x6‘/2.
X 2¥Va 3\y y

3.2.3 Multiplicacion de radicales de distintos indie

Se reduce los radicales al minimo indice, y se iptickhn, como radicales del mismo
indice.

Ejemplo 9: Multiplique v/x por {/2x* .
Solucioén:

«G/iXS ).«6/<2X2F =8/x® 8/ax* =8/4x" = x8/4x .
PRACTICA N°9

Simplifique:

1. 3y2ab 4¥/8a’ 2. ,3/9x2y.\/‘°‘ 81x° 3.¥a? 24z a4 5,/125x4y.,/5y5

3.2.4 Division de radicales

$ Division de radicales del mismo indice.

14



Regla:
Se dividen los coeficientes entre si y las cangdaslibradicales entre si, colocando este
ultimo cociente, bajo el signo radical comun yisepéifica el resultado.

Ejemplo 10: Divida 23/81x” entre33/3x° .
Solucion:

Aplicando la propiedad distributiva respecto a lavidion pero en forma inversa:

2@ \/ST ﬁ-{mf 2x3/%C .

PRACTICA N°10
Resuelva:

1. % J3Xy entre% Jx  2.38adbentrel/4d’ 3.33/16a° entres ¥/2a°
4. §/18x’y*z° entret/3x%y*Z’

3.3 Racionalizacién de denominadores

Una fraccion que contiene un radical en el denodin@e puede expresar siempre por
medio de otra fraccion equivalente que no contemggun radical en el denominador..

$ Este proceso se llanRacionalizaciéon de Denominadordgluchas operaciones que

comprenden radicales se facilitan si al princigoracionalizan todos los denominadores.
Si el radicando es una fraccién cuyo denominadamesionomio, o si el denominador de
una fraccion tiene un radical como factor, el rabge elimina del denominador, segun el
método que se ilustra en los ejemplos siguientes:

. . . 3
Ejemplo 11: Racionalice — .
jemp 2%

Solucién:

3 s/ 3/2x 3/
Jax T xalx T e o

: . . 5
Ejemplo 12: Racionalice——.

3V2x?
Solucion:

5 _  542%* _54%8x* _5 5 4lge

3422 342 025 342kt 6x

15



PRACTICA N°11

Simplifique:

2
1 2a 5 5 3 X 5n

Jax Yaa? Va3 /mn’

Al racionalizar el denominador de una fraccion,nm@ael denominador es un binomio que
contiene radicales de segundo grado, se multipkrabos términos de la fraccion por la
conjugada del denominadgrse simplifica el resultado.

¢ La conjugada de una expresion es que defieren sigeb que une sus términos

a/b--/c esa/b+-/c.
Ja+a/x

Ejemplo 13: Racionalice———~.
Jemp 2./a+
Solucién:

Jarlx _ (fasxfala-x) _ 2/a® - fax+2 ax=/x
2/a+x larixfela-ix)" afa -2 ax+2/ax- /¥
:2a+Ja7x—x:2a-x+@

4a — X 4a — X
PRACTICA N°12
Simplifique:
| mlxl, nr2elz, Jard-da, Jatb-dach
&h/x 1 “n+2-42 Ja+4+4a Ja+b+Ja b’
RESPUESTAS
PRACTICA N°4
127ny_ 2. 2x%y%7" Y20xz; 3.2xy* Yxy*; 4. 2, iz

X

PRACTICA N°5

1.45ab; 2. ya/3x; 3. ax J7a; 4. nxi/méx.

PRACTICA N°6
1. {125¢, J16x J7a3b 2. ¥32a%°, ¥27a%, ¥5a% ;

3. ¥5122%, ¥9an? 4. ¥32m°, 3¥a'¢, 2xy?

16



PRACTICA N°7

1. 2xJa+74b; 2. 2ndm-my/n; 3. 40V/5x; 4. 0; 5. 4a2,/x+3y.

PRACTICA N°g
1. (3a+2)+3/a’a; 2. (3a+3b)-7Wa’ab; 3. (2x+10)-8&J/x+2; 4. %./5(;
5.% 2Xy

PRACTICA N°9

1. 24avb; 2. 3x§fox’y? ; 3. 2a¥27a% ; 4. 5y? Y5y

PRACTICA N°10

1. % J3y: 2. Ysab?;3. %; 4. Y12y’

PRACTICA N°11
2 . S 3f57.4 Lanz. on

1. = Jax; 2. — 32a;3. = ¥Y3x%;4. — Jymn
X 2¢ 3 3m

PRACTICA N°12

1. 2x-1- 2 ¥YXx%=x: 2.

n+4+2J2n+4_3 a+2—\/a2+4a_4 a—./(a+b)a-b)
n T 2 t b

4. PRODUCTOS NOTABLES

Entre los diversos productos algebraicos, hay agaue debido a su forma reciben el
nombre déProductos Notables.
En los casos que veremos a continuacion las legpassentan niumeros reales.

4.1 Binomio al Cuadrado

(x+a) =x¢ +2ax+a

Para calcular el cuadrado de un binomio, se elewaiadrado el primer término, mas o
menos el doble producto del primer término poregiumdo, mas el cuadrado del segundo
término.

Ejemplos:
1. (3a+4b)’ = (3a) +2(3a)(4b) + (4b)
=9a’ + 24ab+16b°
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1Y el 1 1Y
2. (2x—2yJ = (2x) 2(2x)(2yj+(2yj
=4x2—2xy+élly2

4.2 Trinomio al Cuadrado
(x+y+2z) = x2+y?+ 22+ 2xy + 2xz+ 2yz

El cuadrado de un trinomio es igual a la suma del@drados de cada uno de sus términos
mas el duplo de las combinaciones binarias quesbos pueden formarse.

Esta regla se cumple, cualquiera que sea el nuertérminos del polinomio. Las
combinaciones binarias son los productos tomados eosigno que resulte de la
multiplicacion.

Obsérvese que los cuadrados de todos los ternmmgsositivos.

Ejemplo:

3. (3x-y-22)" =(3x)" +(y)* +(22)" + 2(3x)(- y) + 2(3x)(- 22) + 2(~ y)(- 22)
=Ox* +y? +47° -6xy-12xz+4yz

4.3 Binomio al Cubo

(a£b)’ = (a)} + 3(a) (b) + 3a)(b)’  (b)’

El cubo de un binomio es igual al cubo del prindemino mas o menos el triple producto
del cuadrado del primero por el segundo término ehd&sple producto del primero por el
cuadrado del segundo término mas o menos el culsegendo término.

Ejemplos

4. (2x+ 1 = (2x) +3(2x)° (1) + 3(2x)(0)° + (1)

=8x° +12x° +6x+1
5. (3a® - 2b) = (3a°) - 3(3a2)} (20) + 3(3a%(2b)? - (2b)°
= 27a° - 54a%h + 36a%° - 8b°

4.4 Suma por Diferencia (Conjugados)
(x+a)(x-a)= x*-a?

El producto de la suma de dos cantidades por stetiifia es igual al cuadrado de la
primera cantidad menos el cuadrado de la segumiialad.
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Ejemplos:
6. (5x +115x* -11) = (552 - (12)
=2

5x*-121

7 (_azz +5aj(_a22 _5aj = (‘a;jz - (sa)?

a4

== -89’
4

3. (2Xa + 3y2b XZXa _ 3y2b) - (2Xa)2 _ (3y2b)2

- 4X2a _ 9y4b

9. (m2-m+nfn+m+m?)=|(m? +n)-m||(m? +n)+m]

= (m? +n)f = (m)?

=m* +2m?n+n? - m?

4.5 Producto de la Forma(ax+b)(cx+d)

(ax+b)(cx+d) = acx® + (ad + bc)x + bd

Caso Particular si a=c=1
(x+b)(x+d)=x*+(b+d)x+bd

Ejemplos:

10.(y +7)(y + 4) = y + (7 + 4)y + (7)(4)

11.

12.

N

13.

14.

= y11y +28

(x = 8)(x — 11) = X +[(~8)+ (~11)|x + (- 8)(~11)
Z x 19x +88

2 = 7)(7 +5) = (y*f +[(~7)+5]y* + (- 7)(5)

Py2y-35

(3x+4)(2x+1) = (3)(2)x® +[(3)(@) + (4)(2)]x + (4))

=Bx 11x + 4

(2y® - a)3y® +5)= (2)3 )( 6) +[(2)6)+ (- 4)R)ly° + (- 4)B)
y 2y — 20
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PRACTICA N°13
I. Resolver los productos indicados:

1) (6a-4b)’ R: 36a® —48ab+16b?
2) (t-y?f R: 1-3y? +3y* - y°
3) (03m 11n)(03m+11n) R: 009m? - 121n?
4) (am+b"fa™ -b") R: a®" -b*
5) (x*-2x+5) R: X* —4x° +14x? - 20x+ 25
6) (y*-3y)y*+3y) R: y* -9y’
7) (2x2 + ?,»x)2 R: 4x* +12x° +9x®
8) (x2 - 2y)3 R: x®-6x'y +12x*y* - 8y°
9) (a-11)(a+10) R: a®-a-110
10) (12- xy)® R: 144- 24xy + x2y?
11) (7ax- 2)(2ax- 4) R: 14a®x® — 32ax+8
12) zm—:njz R: gmz —Aslmn+295n2
13) (x-y+1)(x-y-1) R: x* —2xy+y* -1
14) (x* -1)x* - 7) R: x*-8x*+7
15) (x? + 2xy)’ R: x° +6x°y +12x*y? +8x%y®
16) (3x—1)(05x + 6) R: 15x?+175x -6
17) (x -2y +z-3r) R: x?+4y? + 7% +9r% - 4xy
+2Xz—6xr —4yz+12yr —6zr
18)(2x+1j(3x—3j R: 1 x? §x—3
3 4 2 4
19) (x2y3 +3)(x2y3 -1 R: x*y® +2x?y® -3
20) (2-x+y)(y-x-2) R: y?-2xy+x’ -4

5. FACTORIZACION

La multiplicacién consiste en obtener el produceodbs 0 mas expresiones dadas, los
cuales se llaman factores de ese producto. Abstadiaremos el caso inverso, que
consiste en obtener los factores de un producto.dad

Factorizar un polinomio significa expresarlo conmopwoducto de polinomios irreductibles.
Un polinomio con coeficientes en algun conjuntandeneros es primo o irreducible sobre
ese conjunto, si no puede escribirse como prodietdos polinomios con coeficientes en
el conjunto de numeros indicado.
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El maximo factor comun de una expresion es el primdde los factores que aparecen en
cada término, cada uno elevado al exponente mefererte de cero que aparezca en
cualquier término.

Consideremos algunos casos de factorizacion deqgmoios. La mayor parte de estos tipos
de factorizacion tienen su fundamento en las féasde productos notables.

5.1 Factor ComuUn
5.1.1 Factor Comun Monomio

Si cada término de una expresién algebraica cantiarmonomio que es factor comuan, ese
monomio es un factor de toda la expresion comoemuesicia de la propiedad distributiva.
La expresion se descompone en dos factores: el femtnin y el formado por los términos
del polinomio dividido entre el factor comun.

ab+ac=a(b+c)
it) = b a_c =C
a a
Ejemplos: Descomponer en factores

1. 2ab’x* —4ab’xy + 6ab’y® = 2ab’ (x2 - 2xy+ 3y2)
2ab’x> - 4ab’xy _ P Gab’y’ _ 3y?

=2 o X
2ah? 2ah? y 2ah?

2. 3nn® +3m’n? - 6mn= 3mn(mrt +mén - 2)
3. 7a+14a® = 7a(1+ 2a)

5.1.2 Factor Comun Polinomio

Si los términos de una expresion algebraica tiamemolinomio como factor comun, la
factorizacion es el producto de dos factores, iehgno es el factor comdn y el segundo
factor se obtiene con un proceso semejante aldmfartor comin monomio.

Ejemplos: Factorice

4. (a+b)x+(a+b)y =(a+b)(x+y)

5. (x+2)y+x+2=(x+2)y+(x+2)1)

=(x+2)(y+1)
6. (x+2)(x-1) - (x-1)(x-3) = (x-2)|(x + 2) - (x - 3)]

1
—
X
1
(I
—
X
+
N
|
X
+
NER
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7.a(x+1)-b(x+1)- x-1=a(x+1)-b(x+1) - (x+1)
=(x+1)(a-b-1)

5.1.3 Factor Comun por Agrupacion de Términos

Se agrupan los términos que tienen algun factomicoyse resuelve como factor comudn
monomio Yy luego como factor comun polinomio.

Ejemplos: Factorice

8. ax+ay + bx+by = (ax+ay) + (bx+ by)
=a(x+y)+b(x+y)
= (x+y)(a+h)

9. 2x* —3xy —4Xx+6y = (2x2 - 4x)— (3xy-6y)
2x(x - 2) - 3y(x - 2)
(x—2)(2x-3y)

10. 3a®-3a’h+9ab’ -a’ +ab-30” = (3a° - a%) - (3a’h - ab) + (9ab” - 3?)
= a%(3a-1)-ab(3a-1)+30*(3a-1)
= (3a-1)a? - ab+30?)

5.2 Trinomio Cuadrado Perfecto

Un trinomio es Cuadrado Perfecto si se tienen éiosihos cuadrados y un tercer término
expresado como el doble producto de sus raices.

Para factorizarlo se extrae la raiz cuadrada atgyo y tercer términos del trinomio y se

separan estas raices por el signo del segundontérntl binomio formado se eleva al
cuadrado.

a’+2ab+b? = (a+by
a’ - 2ab+b? = (a-b)’

Ejemplos: Factorice
11. 9x2 —12xy+4y?® = (3x - 2yf
! !
3X 2y

N

2(3x)(2y)
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12. 1414y +49x'y? = 1+ 7xyf
! 1
1 X%y

5.3 Diferencia de Cuadrados
a®-b*=(a+b)a-b)

Para factorizarlo se extrae la raiz cuadrada alemdo y sustraendo y se multiplica la
suma de estas raices cuadradas por su diferencia.

Ejemplos: Factorice
15, 4a’x® - 25°y* = (2a%¢ +50°y?)2a%® - 5b°y?)

! !
2a°x°  Bb’y?
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16. 9u?-4v? = (3u+2v)(3u-2v)
! !
3u v

17. 81-x%y* = (9+ xy? 9 - xy?)

9 xy
18, 1662 - (x-yf =[ax+(x-y)] [4x—(x-Y)]
! b =(ex-y)Bx+y)
4  X-Yy

5.4 Trinomio de la Forma x? +bx+c

Se buscan dos numeros enteros p y g cuya suma §eaulo producto sea c. La
factorizacion es el producto de los binom{est p) y (x+Q).

Ejemplos: Factorice
19, x?+5x+6
Buscar dos niimeros enteros p y q tales que
p+q=5 y pPq=6
3+2=5 (3)2)=6
Los numeros son 2y 3
x? +5x+6 = (x+3)(x+2)
20. x*+2x-48=(x+8)(x-6)
p+q=2 pq=-48
8+(-6)=2  (8)(-6)=-48
21 x*-4x-5=(x-5)(x+1)
p+q=-4 pg=-5
-5+1=-4 -5(1)=-5

5.5 Trinomio de la Forma ax® +bx+c
Para factorizar un trinomio de la formax’ +bx+c se multiplica y divide por el
coeficiente dex” y luego se resuelve como el caso del trinomiaderima x® + bx+c.

Ejemplos:

22. Factorice3x?*+13x+10
Solucién:

24



3(3x* +13x+10) _ 9x* +133x) +30
3 3
(3x +10)(3x +3)
3
_ 3Bx+10)(x+1)
3
= (3x+10)(x +1)

3x? +13x+10=

23. Factorice2x® - x-3
Solucioén:

24. FactoricdOx® —7x-12

Solucion:
105 — Tx—12= 10(10x* - 7x-12)
10

_ (LOX)? - 7(1L0x) -120
- 10
_ (10x-15)(10x +8)
- 10
_ 5(2x-3)2(5x + 4)
- 10

= (2x-3)(5x+4)

Una forma alternativa de factorizar este trinons@btener 4 nUmeros m, n, p y g tales que
m y p sean factores del coeficiente derxy q sean factores del término constante vy la
suma de los productos mp y gr sea el coeficiente destos nimeros se obtienen mediante

ensayos.
ax’ +bx+c=mn¥ + (mp+ qn)x+ ap

Donde
a=mr
b=mp+qr
c=qgp

Ejemplos: Factorice

25. 6x*-11x-10
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Solucion:

Los factores de los coeficientes deben 6e¥:(2)(3); -10=(2)(-5)
Agrupamos: (3)(-5)+(2)(2) = -11

Luego, 6x> ~11x—10= (3x +2)(2x-5)

—15x

El término -1X se obtiene resolviendo:
=15x+4x = -11x

26. 10x2+33x—7:(5x—\19<+7)
-2
35x

27. 3x*-5x-2=(x-2)(3x+1
(-2)e+

— 6X

X
5.6 Suma y Diferencia de Cubos Perfectos

Suma de cubos perfectos
a®+b° = (a+b)(a® —ab+b?)
La suma de dos cubos perfectos se descompone éactlmes: El primer factor es la suma

de sus raices cubicas y el segundo factor se ebéilevando al cuadrado la primera raiz,
menos el producto de las dos raices, mas el cuadeath segunda raiz.

Diferencia de cubos perfectos
a®-b® = (a-b)(a® +ab+b?)

La diferencia de dos cubos perfectos se descomgroaes factores: El primer factor es la
diferencia de sus raices cubicas y el segundorfaetmbtiene elevando al cuadrado la
primera raiz, mas el producto de las dos raices,gn@iadrado de la segunda raiz.
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Ejemplos: Factorice

28, 8x°+27y° = (2x +3y)|2 l( °f - (2¢)3y) + (3y) J
! ! _(2x +3y)(4x4—6x y +9y )
2x> 3y

29. 512+27a° = g+ 3613)[(8)2 -gl3a’)+ (363)2J
Lor o =(8+30°)(64- 2407 +9a°)
8 3a°

30. 8 —64y° = (2x- 4y)|(2x + (2x)4y) + (4y)|
! L =(2x-4y) (4x2 +8xy + 16y2)

2X 4y
31 (2a-b)’ -27=(2a-b-3)|2a-b)* +(2a-b)3)+ 3|
! i =(2a-b-3)(4a® —4ab+b* +6a-30+9)
2a-b 3

5.7 Polinomio Cubo Perfecto
a’+3a%h+3ab? +b® = (axb)’

Para que un polinomio de 4 términos sea el cuhandgnomio debe cumplir las siguientes
condiciones:
1. El primery el Gltimo término sean cubos perfectos.
2. Que el segundo término sea mas o menos el tripleuddrado de la raiz cubica del
primer término multiplicado por la raiz cubica délmo término.
3. Que el tercer téermino sea mas el triple de lacabica del primer término por el
cuadrado de la raiz cubica del ultimo término.
Si los términos son positivos se refiere al cubdadsuma de las raices cubicas de su
primero y dltimo término y si son alternados pesi$i y negativos, la expresion dada es el
cubo de la diferencia de dichas raices.

Ejemplos: Factorice
32 8x*-36x%y +54xy? - 27y° = (2x -3y’

S
s (2)

3(2x)3yf
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33. 125°+150a’b + 60ab? +8b* = (5a + 2b)*

! !
ba 2b

3(5a)’(2b)
3(5a)(2b)?

34. 216-756a° +882a° —343° = (6-7a°)
! !
6 7a°

PRACTICA N° 14

I. En cada uno de los ejercicios, factorice la expredada.

1. 20a® +100ab+12%? R: 5(2a+5b)

2. 3x*-39x-42 R: 3(x-14)(x+1)

3. y*-16y- 36 R: (y-18)(y+2)

4. y?*+10y+ 21 R: (y+7)(y+3)

5.8 -y° R: (2x- )/)(4X2 + 2Xy + y2)

6. 36x* —84x°+49 R: (6x2-7f

7. 25x2 —16y? R: (5x+4y)(5x-4y)

8. y?—(5x—3) R: (y+5x-3)(y-5x+3)

9. 9x* -16y* R: (3x% +4y? J/3x+2y)[/3x~2y)
10. 27x% +64y° R: (3x+ 4y)(9x2 —12xy+16y2)
11. 64x° 125 R: (4x-5)(L6x* +20x + 25)
12. a®-b° R: (a+b)(a-b)a* +a%?+b*)
13. 2x%y* - 6xy’ R: 2xy? (x2 - 3y)

14. 8b*m’ +24p*mn+18°n’ R: 2b%(2m+3n)’

15. 8x° —12x%y +6xy* — y° R: (2x-y)

16. ax-2bx— 2ay+4by R: (x-2y)(a-2b)

17. 4a°x - 4a’b +3bm-3amx R: (ax- b)(4a2 - 3m)

18. m® +3m?n+3mr? +n’® R: (m+n)’
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19. 1-3a+3a®-a° R: (1-a)’

20. 64x° +240x%y + 300xy? +125y° R: (4x+5y)
21. 1+14x%y + 49x*y? R: (1+7xyf
2o 1,2 X . (1_5X2jz

25 36 3 5 6
23. 2x(n-1)-3y(n-1) R: (n-1)(2x-3y)
24. x(2a+b+c)-2a-b-c R: (2a+b+c)(x-1)
25. —m-n+x(m+n) R: (m+n)(x-1)

6. OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS

6.1 Reduccion.

La expresion se factoriza y si existiera facto@msunes en el numerador y denominador de
la fraccion se cancelan para reducir la fraccién axpresion mas simple.

Ejemplo: reduzca cada fraccion a su mas simplessidon.
x> +2ab+b® _ (x+Yy)(x+y) _ Xx+y

x2—ab-20%  (x+y)(x-2y) x-2y

2c® -2d* _2(c* -d?*) _ 2(c-d)(c+d) _c-d

2 Joc+10d 10(c + d) 10(e% d) 5

12x* +31x+20 _ (3x+4)(4x+5) _ 4x+5

3
) 18 +21x -4 (3+4)(6x-1)  6x-1

6.2 Multiplicacién y Division.

Las reglas para multiplicar y dividir fraccionegetbraicas son los mismos que las reglas
aritméticas:

Multipliguense numeradores y denominadores:
A EE AC

B D BD
Inviértase y multlpllquenseé —E A EB AD Al igual que en aritmética, primero se
B D B C BC

cancelan o eliminan los factores comunes que agraet el numerador y denominador,
antes de multiplicar.

Ejemplos:
Realice las operaciones indicadas:
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m’-n® sm’ _ (m- n)(mA/n) 8m*

1 =n(m-n
) 4m  2m+2n 4m 2(m4-/) ( )
5 x2—4xy+4y2D x? (x- 2y) X% — 2xy
X2 +2xy  x?-4y? X(x+2y)B\2\\()(x+2y) X% + 4xy + 4y?
X>+2x X*—2Xx—8 X*-2x-8 _ X*+4x X(X+2) X—4)(x+2) X(x+4)
3) 2 _ E?( 3 2 E?( 3 2 DZ = _ E( 2 E?( 2
X“=16 x’+X X* + X X“+4x+4 (x—-4)/x+4) x°(x+1) (x+2)
1
Xx+1
2 _ _ 2 _ 2 -
2) 2x 9 . ;( 3 _ 2x 9 B +3x:(x 3)(x+3) E?<(x+?>)
X“=x-12 x*+3x x°-x-12 x-3 (Xx-4)(x+3) x-3
_ X(x+3)
X—4

x® —x +5x2—5x: x® - x D2X+6 :x(xz—l) D2(x+3)
2x* +6x  2X+6  2x*+6x 5x*-5x 2x(x+3) 5x(x-1)
_ Xx=4(x+9) DZN) _x+1
ZX(%+3)  OX(x—1]  5x

6.3 Combinacioén de fracciones

La combinacion (adicién o sustraccion) de fraccsoalgebraicas requiere del conocimiento
de combinacién de fracciones aritméticas y dedtofeacion.

Para simplificar las fracciones algebraicas sesabtel m.c.d. de las fracciones y se aplica
la regla fundamental de las fracciones: “al multgl o dividir el numerados y el
denominador por el mismo numero (diferente de aeosa)ambia el valor de una fraccion.

Ejemplos:
Simplifique las expresiones siguientes:

2 + 2 Ax-=7 _ 2 + 3 4x-=7
X--3 Xx+2 x*-x-6 x-3 x+2 (Xx-3)(x+2)
_2(x+2)+3(x—-3) — (4x-7)

1)

(x=3)(x+2)
2x+4+3x 9-4x+7 _ X+2 1
(x=3)(x+2) (x 3)(x+2) x—3
Xty _Xx+2y y _Xx+ty x+2y =y

2)

Xy xy+y? XxXZ+xy xy y(x+y) Xx(x+y)
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_ (x+y)? - x(x+2y)-y®

Xy(x+Y)
X2 2xy+y? - x? -2xy-y’® 0o
Xy(X +Y)
1 2 7 1 2 7
3) + + = + +
2x+2 1-x 4x-4 2(x+1) 1-x 4(x-1)
_ 1 2 N 7 :2(x—1)—2(4)(x+1)+7(x+1)
2(x+1) x-1 4(x+)] 4(x+1)(x-1)
:2x—2—8x—8+7x+7: Xx—-3
4(x+1)(x-1) 4(x* -1)
PRACTICA N°15
Simplifique:
2 2
1) a2+6ab+9b2 R/ a+3b
3a%?+8ah-3b 3a-b
2) 8ri+R3 R/. 4r? - 2rR + R?
2r+R
3) 3y — 6X R/ 3
2mx—my-2nx+ny n-m
2 _ -
2) 2X 22x:60 R/ 2(6-x)
75— 3x 3(x+5)
2
5) X* +5x+4 Ax+4 R/ 2(x+1)
2x+2  3x+12 3
g) 3 ~l2ax+12¢  6a’ - 24x° R/ Aa=2x)
2a’+2a-12 8a +24 (a-2)(a+2x)
2 2 —
)XY _ X*Y RI. X7V
x?—y? 2x-2y 2(x+y)
2 _ o 2 _y_ 2 _Ey_ 1
8) X 2x 12 : X 56+x 5x-24 R/,
x2 =49 x*+x-20 X+5 X=7
atb 1 332 R/ 3a
a?-ab+b?> a+b a®+b® a’—ab+b?
10 & - 1, ari2 RI. >

3a+6 6a+12 12a+24 12



7. FIGURAS GEOMETRICAS PLANAS, IDENTIFICACION,
CALCULO DE PERIMETRO Y AREA.

7.1 Conceptos generales sobre poligonos:
Se llama poligono a la porcion de plano limitadagegmentos de recta.
7.1.1 Elementos de los poligonos:

1. Lados Son los segmentos de recta de que esta formauidigbno.

2. Angulos internos de un poligonson los formados por cada dos lados consecutivos.

3. Angulos exteriores de un poligonson los angulos adyacentes a los internos, se

obtienen prolongando los lados en mmismo sentido.

Vértice Es el punto en el cual se cortan dos lados dejqu.

Apotema:Es el segmento de recta perpendicular a un ladpdligono y trazado

desde el centro.

6. Diagonal: Se llama diagonal al segmento determinado por dasices no
consecutivos.

7. Perimetro:El perimetro para un poligono es igual a la suméadengitud de sus
lados y se expresa en medidas de longitud (unidamckedes).

8. Area: Es la medida de una superficie o sea el tamafistdeegpresada en unidades

cuadradas r?, cn?, pulg?).

9. Superficie: Es la forma de una figura geométrica, tales com@ngdulares,
cuadradas, circulares, etc.

S

Ya conocemos que es un perimetro, un area y urexfmig. Mas adelante definiremos
algunas figuras conocidas, y éstas nos servirangadcular su perimetro. El area de figuras
mas complicadas es el resultado de la suma de éegfigguras ya conocidas.

Los poligonosrregulares son aquellos que no tienen angulos ni lados cenges. Vea
figura 1. Los poligonosegularesaquellos cuyos lados y angulos son iguales, s stat
equilatero y equiangulo. Vea figura 2.

,&Figura 1: Poligono irregular ,&Figura 2: Poligono regular.
AB#BC#CD#DE#EF #FC #CB ABTBCTCDDEZEFTEA
LA=LB=LC0=LD=LE=2

A E D F

32



Segun el caracter entrante o saliente de sus &gatwben el nombre de poligonos
convexos cuando todos sus angulos son menoreseyliBoligonos concavos cuando
tienen uno o mas angulos interiores mayores a 180°.

Suma de los angulos externos de un poligono:

$ Teorema 2:
“La suma de los angulos exterioreSe( de todo poligono es igual 860°”. Donde
Se=0 1+0 2+...=36C

$ Teorema 3:
“Si los lados de un angulo son respectivamentegpelipulares a los lados del otro, los dos
angulos son iguales o suplementarios”. Vea la ei@ur

s Figura 3: Poligono regular.

ABOBC y ADOCD entonces] a=[ b

A 'D Y ellJ ay] cson suplementarios.

7.1.2 Poligonos regulares.

Clasificacion segun el niamero de lados:
De acuerdo con el numero de ladosdolgonos regularegeciben nombres especiales. El
poligono de menor nimero de lados es el triangulo.

NUMEROS DE LADOS NOMBRES

Tres triangulo equilatero
Cuatro cuadrado

Cinco pentagono regular
Seis hexagono
Siete heptagono regular
Ocho octagono “
Nueve oneagono regular
Diez decagono “
Once endecagono regular
Doce dodecagono “
Quince pentadecagono regular
Veinte icosagono  “
n-lados n-agono regular

Los poligonos dd4 3, 14, 16, 17, 18, 19, etc. lados, no reciben nombres especiales.
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Principios relativos a los poligonos regulares:

Principio 1: A todo poligono regular se le puede circunscrbia circunferencia.

Principio 2: En todo poligono regular se puede inscribir uneuaiferencia.

Principio 3: El centro de la circunferencia circunscrita a oligono regular es, también, el
centro de su circunferencia inscrita.

Principio 4: Si un poligono inscrito en una circunferencia diesus lados iguales, el
poligono es regular.

Principio 5: Los radios de un poligono regular son iguales.

Principio 6: Todo radio de un poligono regular es bisectrizateulo por cuyo vértice
pasa.

Principio 7: Las apotemas de un poligono regular son iguales.

Principio 8: Toda apotema de un poligono regular biseca (pomeliatriz), el lado
correspondiente.

Principio 9: En un poligono regular de lados:

Cada angulo centrak™ es igual aﬂ

n
Cada angulo internol™ es igual M

n

Cada angulo externae™ es igual aﬂ
n

. . . 1~ _ N(nN=3
Numeros de diagonales que pueden trazarse en igopol D = I

Numero de diagonales que pueden trazarse desd&ticevde un poligono: d =n - 3.

Poligono inscrito:

Poligono regular es el que tiene todos sus ladaosgylos iguales, es decir es equilatero y
equiangulo.

Ver la figura 4.

Poligono circunscrito:
Se llama poligono circunscrito al que tiene todeslados tangentes a una circunferencia.
Ver la figura 5.

,& Figura 4: Poligono inscrito ,& Figura 5: Poligono circunscrito.

C D B
<'o

.LEJ.UB

1. Centro del poligono regular:
Se llama asi al centro comun de su circunferensierita y circunscrita.

2.Radio de un poligono regular:

Es el segmento que une el centro con un vérticepdiggono. El radio del poligono
equivale al radio de la circunferencia circunscrita
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3. Angulo central de un poligono regular:

Es el &ngulo que forman dos radios que pasan Evéltices consecutivos.

4. Apotema de un poligono regular:

Es el segmento perpendicular trazado desde elocdatrpoligono a uno de sus lados. La
apotema es igual al radio de la circunferenciaritasc

7.2 El Triangulo

El tridngulo es una figura plana limitada por tresctas que se cortan dos a dos. También
se puede definir como el poligono o figura georoatformada por tres lados que forman a
su vez, entre si, tres angulos. Se puede indicao & ABC (se lee triangulcABC). Vea

la figura6.

;&Figura 6: El triangulo.
B

[ =1
¥
A8

A b Z

1. Vértices: Son los puntos de interseccion de los lados @elgulo. En la figura 10ps
vértices solA, B y C.

2. Lados:Son los segmentos consecutivos del trianguloaBiglira 10Jos lados sorAB,,
BC,CA vy se denota por letra mintscuda b, c.

Todo tridngulo determina tres angulos: ABC, O BCA y [0 BAC. Los cuales se
pueden nombrar con la letra de los vérti€CesA, 0 B y O C o se puede utilizar otra
nomenclatura; siempre y cuando se especifiquéd dibgo del triangulo. Todo triangulo
tiene 3 lados,3 vértices y3 angulos.

$ En cada vértice de un triangulo se pueden obteiosrformas de angulos los cuales
son suplementarios entre si; o sea que entre lesdmaril8(C° . Estos son:

1. Angulos internos Son los angulos que tienen por lo menos un pimterior del
triangulo. En la figura 1,Gel angulog es un angulo interno al trianguoABC .

2. Angulos externosSon los angulos adyacentes a cualquier anguoniot En la figura
10, el &ngula es un angulo externo del triAnguloABC .

$ Teorema 1:
“La suma de los tres angulos internos de un tridoggumanl80° .

$ Teorema 2:
“La suma de los tres angulos externos de un tridmguman360°".
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$ Teorema 3:
“En todo triangulo, un lado cualquiera es menor dqaesuma de los otros dos y mayor que
su diferencia”.

Suma de los angulos internos de un triangulo:

Para demostrar que la suma de los angulos intel@mas triAngulo es igual hEB(; se
traza por uno de los vértices del triangulo la let¢aaal lado opuesto. Vea la figura 7. La

recta MN es paralela a la rectdC; p =a porque son alternos internos entre paralelas,
a =c porque son alternos internos entre paralelas.néasoa+b+c =180 porque la
suma de los angulos de una recta es igua8@ o sea un angulo llano. Por tanto se
demuestra que la suma de los tres angulos inteasa triangulo e$80°.

s Figura 7: Suma de los angulos internos de un tridngulo.

M B N

1&0°

f Teorema 1:
“En todo triangulo, un &ngulo externo es igual astana de los angulos internos no
adyacentes a él.”

f Teorema 2:
“En todo triangulo, un lado cualquiera es menor lgusuma de los otros dos y mayor que
su diferencia.”
Clasificacion de los triangulos:

Segun sus lados:

1. Triangulo iséscelesEs el triangulo que tiene dos lados iguales. Ti@dmbos de sus
angulos son iguales. En la figural@ sefal en cada lado significa que el lado ¢ = a.

$ Teorema 1:
“En todo triangulo isdsceles, a lados iguales smep angulos iguales”.
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2. Tridngulo equilateroEs aquel el que tiene sus tres lados y sustigad@s iguales. En la
figura 9, la sefial en los tres lados significa gud = c.

$ Teorema 1:
“Todo triangulo equilatero es equiangulo.”

3. Tridngulo escalenoEs el que tiene sus tres lados Yy sus tres angesiguales. Vea
figura 10.

? Figura 8: Triangulo isosceles. ? Figura 9: Triangulo equilatero.
B B
c a = a
|
A C A b <

b

M Figura 10: Triangulo escaleno.

A
b
[
B &t i

Segun sus angulos:

1. Triangulo acutanguloEs el triAngulo que tiene sus tres angulos intesiagudos, o sea,
cada uno de sus angulos es meno®@e

2. Triangulo obtusangutloEs el triangulo que tiene un angulo obtuso, &&rdeno de sus
angulos es mayor deQ°.

Los triAngulos acutangulos y obtusangulos tambigiben el nombre de tridngulos
oblicuangulos.

3. Tridngulo rectanguloEs el triangulo que tiene un angulo recto, o saangulo igual a
or.

El triangulo mas util es etiangulo rectangulpademas de tener un angulo recto, sus otros
dos angulos son complementarios y sus lados reoitrbres especiales. Vea la figura 11.
Catetos:Son los lados y b, perpendiculares entre si que forman el angulo.rec
HipotenusaEs el lado opuesto al &ngulo recto y el lado radgol
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# Figura 11: El triangulo rectangulo.
A

¢ = hipotenusa
b = cateto o lada

C B

@ = cateto olado
7.2.1 Segmentos notables de un tridngulo y puntos thterseccion:

1. Mediana:Es el segmento de recta trazado desde un vértite élapunto medio del lado
opuesto. Vea la figura 12. Todo triangulo tiens treedianas. El punto de interseccion de
las tres medianas se llararicentro, gravicentram centroidedel tridngulo. El centroide es
el centro de gravedad tpunto de balanceo”del triAngulo y es importante en las
aplicaciones a nivel de ingenieria, por ejemplcstrmecion de estructuras.

s Figura 12: La mediana. s Figura 13: La altura.
B B

base
BM es la mediana correspondiente al 1a&i0

BM M es el punto medio dAC.

2. Altura: Es el segmento perpendicular trazado desde elkeédi un angulo al lado
opuesto o su prolongacion. Existen tres alturasagia triAngulo y el punto de interseccion
de las tres se llan@tocentro.Vea la figura 13.

3. Bisectriz Se llama bisectriz de un angulo interior de ugntyulo, al segmento de recta
gue biseca (divide en dos partes iguales) el angudlega hasta el lado opuesto. Vea la
figura 14. Consecuentemente hay tres bisectricespara cada angulo. El punto donde se
encuentran las tres bisectrices, se llamantra
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,& Figura 14: La bisectriz. ,& Figura 15: La mediatriz.

E E
F
1| 2 : :
A 1% i
A C

D
PM es la mediatriz del lado, BD es la bisectriz del angulB .
AC en el trianguloABC. El angulo 1 es igual al &ngulo 2.

4. Mediatriz: Es la recta perpendicular a un lado en su puntaanedr ejemplo la figura
15.

Se pueden trazar tres mediatrices en un triangaktres mediatrices concurren en un
punto llamadaircuncentro

7.2.2 Perimetro de un triAngulo

El perimetro es igual a la suma de la longitudwdelados, o se®@ =a+b+c. Ver figura
16.

Area de un triangulo

. . . _ 1
El area de un triangulo es igual a un medio la paséa altura, o seA ==bh. Ver

figura 17.
s Figura 16: Perimetro de un triangulo > Figura 17: Area de un triangulo.
P=atb+e oLy
4 2
a b
h = altura
b
a, b, c=medidas delos lados b =hase

7.2.3 Teorema de Pitagoras
Uno de los teoremas de mayor utilidad en la matemé&ts el Teorema de Pitagoras. Este

teorema fue empleado desde hace masa® afios por los agrimensores de Babilonia y
Eqgipto.
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Este teorema dice:

$ “En un tridngulo rectangulo, la suma del cuadradie los catetos es igual al
cuadrado de la hipotenusa”.

Por lo cuala® + b* =c* dondea y b son los catetos ¢ es la hipotenusa. Ver la figura
18.

s Figura 18: Teorema de Pitagoras.
E

$ Corolario 1:
“En todo tridngulo rectangulo, la hipotenusa esdja la raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de los catetos”.

De la igualdadc® = a* + b*; sacando la raiz cuadrada a ambos miembros dpidddad,

obtenemosc = va? +b? .

$ Corolario 2:
“En todo triangulo rectangulo, cada cateto es igaala raiz cuadrada del cuadrado de la
hipotenusa, menos el cuadrado del otro cateto”.

a’=c*-b> a=+vc*-b*.
b®’=c?-a®> b=+vc?-a°.

Principio:
La mediana correspondiente a la hipotenusa daangtrio rectangulo es igual a la mitad
de la hipotenusa. Vea la figura 19.

,& Figura 19:
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7.3 Cuadrilateros

Los cuadrilateros son poligonos de cuatro ladoasyetementos son loados opuestos,
aquellos que no tienen ningun vértice comun y do®$ consecutivosquellos que tienen
un vertice comun son pares de lados consecutivos.

Los cuadrilateros se clasifican atendiendo al plsaho de los lados opuestos en:

7.3.1 Area de cuadrilateros

Paralelogramos:Son cuadrilateros que tienen los lados opuest@debas.
Entre los paralelogramos mas utilizados tenemos:

Rectangulo: paralelogramo que tiene los cuatro angulos iguales lados contiguos
desiguales. Ver la figura 20. Su perimetro es igdalsuma de sus ladd3= 2b+ 2L, y el
area es el producto de la base por la alArayx L

Propiedades:
Las diagonales de un rectangulo son iguales.
Las diagonales de un rectangulo forman dos par&$adgulos congruentes.

Cuadrado:paralelogramo que tiene los cuatros angulos igyales cuatros lados iguales,
es equilatero y equiangulo. Ver la figura 21. Surpetro es igual a cuatro veces el valor

del ladoP = 4L y su area es igual a la base por la altdra, L*; como las diagonales son
2

iguales podemos decir que &l= d2

Este conserva todas las propiedades del rectangulo.

} Figura 20: Rectangulo. ? Figura 21: Cuadrado.
A b ¢ a_ ! B
i i Nk
E 3 D c D

LA=LB=ZC=4D

LAh=LB=LC=LD - — —
AR =AC=BD=CD=!

AC = AB

AC=BD =b

AR =CD={
El cuadrado conserva todas las propiedades dénguib y del rombo.

Rombo:tiene los cuatro lados iguales y los dngulos goong desiguales. Su perimetro es
la suma de los cuatro ladoB= 4Ly el area es igual a la multiplicacion de las dredes

dividas entre dosA = d, xd,

, donded, = diagonalmenory d, = diagonalmayor. Ver la

figura 22.
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Propiedades:

Las diagonales de un rombo son bisectrices deniggl@s de los vértices que unen.

Las diagonales de un rombo son perpendiculares siyrse bisecan mutuamente. (Una es
mediatriz de la otra). Ver figura 22.

,& Figura 22: ,& Figura 23:
E b

{ ! L, / ni\ L,
A 1N / H \

] o b,
{
D
L A= B
AB=BC=CD =AD =/

Trapecio

Los trapecios son cuadrilateros que tienen dodoydas lados paralelos. A los lados que
son paralelos se les llama base y como son desgsalle llama base mayor y base menor.
A los lados no paralelos se les llapiarnasdel trapecio y al segmento que une los puntos

de las piernas se le denomjreralela media del trapeciol,L,. Ver la figura 23.

La altura del trapecio es la distancia entre Ia&®z0 sea la perpendicular comun, (h). Ver
figura 23.

El perimetro equivale a la suma de las longitudesus lados,
Perimetro=L, +b, +b, +L, y su area es el producto de la semisuma de las pas la

altura, A = (bl;zszh

Clasificacion de los trapecios:

1. Trapecio rectanguloSon los que tienen dos angulos rectos.

2. Trapecio is6scelesson lo que tienen los dos lados no paralelodegua
3. Trapecio escalendson los que no son rectangulares ni isosceles.

7.4 Conceptos fundamentales sobre la circunferencia y eirculo

Circunferencia: es el conjunto de todos los puntos de un plano qué&lstan de otro
punto llamado centro. La figura 24, representa givaunferencia de centro O.
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Circulo: es el conjunto de todos los puntos de la circumigeey de los interiores a la
misma. En la figura 25, se representa un circulo

,& Figura 24: Circunferencia. ,& Figura 25: Circulo.
P o P,
I
éﬁzﬁ*ﬁgﬁﬁﬁ
s s
R
e e
S i

7.4.1 Elementos de la circunferencia y el circulo.

1. Secantees cualquier recta que corta a la circunfereanidos puntos. Ver la figura
26.

2. Radia Es cualquier segmento que une el centro con atopde la circunferencia.
Ver la figura 26.

3. Diametra Es toda cuerda que pasa por el centro. Es iglsakama de dos radios.
Ver la figura 26.

4. Cuerda Es el segmento determinado por dos puntos dédanéerencia. Ver la
figura 26.

Tangente Es una recta que toca a la circunferencia erollmminto. Ver la figura
26.

6. Arco de la circunferencisEs una porcion de circunferencia. Ver la figuéa 2

7. Angulo central Es el que tiene su vértice en el centro de leunferencia. En la
figura 27 <AOB, es un angulo central.

8. Angulo inscrito Es aquel que tiene su vértice colocado sobredarderencia y sus
lados son dos cuerdas. Ver la figura 28.

9. Segmento circularEs la parte de circulo limitada entre una cugrda arco, ver la
figura 29.

10.Sector circular Es la parte de circulo limitada por dos radiosely arco
comprendido, ver la figura 30.

11.Corona circular Es la porcion de plano limitada por dos circuemeias
conceéntricas, ver la figura 31.
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12.Trapecio circular Es la porcion de plano limitada por dos circuefeias
concéntricas y dos radios, ver la figura 32.

13. SemicircunferenciaEs un arco igual a la mitad de la circunferencia.

14.Semicirculo Es la porcion de plano comprendida entre un di@mg la

semicircunferencia.

,& Figura 26: Elementos de la circunferencia.

E
m
@]

i

\/F
[ = ]

2 Figura 27: Angulo central.

fﬁﬁ

,& Figura 29: Segmento circular.

AII""P

,& Figura 31: Corona circular.
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EF = secante de la circunferencia

O4 = OB =radio dela circunferencia
CD =Es el didmetro dela circunferencia
CD=CO+0D =r+r =2¢

GH =Es unacuerda

IJ =Es unatangente

AF =Esun arco de lacircunferencia

¥ se representan

~
AR

> Figura 28: Angulo inscrito.
A

B C
,a Figura 30: Sector circular.

i
—
S

,& Figura 32: Trapecio circular.

7y
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Principios:
1. Toda tangente es perpendicular al radio que pasal ponto de contacto.
2. Si una recta es perpendicular a la tangente emrgbpde tangencia, pasa por el
centro de la circunferencia.
3. Las tangentes trazadas desde un punto exteriaraeclnferencia son iguales.
4. La recta que une un punto de la circunferenciaucopunto exterior es bisectriz del
angulo que forman las tangentes trazadas desgie&ea la circunferencia.

Angulos y arcos relacionados con circunferencia:

1. Angulo central Como ya se dijo, es aquel que tiene su vértiog eantro de la
circunferencia, tal como et AOB. Ver la figura 33.

Principio: En una misma circunferencia o en circunferenigaales, los angulos centrales
son proporcionales a sus arcos correspondientedos@ y O' circunferencias iguales, ver
la figura 34, tenemos que:

<AOB _ AB
<MO'N W\l'

Medida del angulo centraLa medida de un angulo central es igual a la d&del arco
que abarca, por ejemploAOB =AB; <BOC=BC.

A Figura 33: Angulo central.
A

1. Angulo Inscrito Es el angulo que tiene su vértice en la circemfeia y sus lados son
cuerdas de la circunferencia. En la figura84BA es un angulo inscrito.
Principio: Todo angulo inscrito en una semicircunferenciseesor Ver figura 34

2. Angulo Inscrito Es el angulo que tiene su vértice en la circamfeia y sus lados son
cuerdas de la circunferencia. En la figura 84€BA es un angulo inscrito.

Principio: Todo angulo inscrito en una semicircunferenciseesor Ver figura 34

Medida del angulo inscritd_a medida de todo angulo inscrito es igual aikadndel arco

. 1— ,
comprendido entre sus lados o0 se@BA= EAC' Ver la figura 35.

» Figura 34: Angulo inscrito. » Figura 35: Angulo inscrito.
C A
A 5 B
B C
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3. Angulo semi — inscritoes el angulo formado por una cuerda y una tangerite
circunferencia y es igual a la mitad del arco quenin. Ver figura 36.

,& Figura 36: Angulo semi-inscrito. ,& Figura 37: Angulo interior.
a° a° " o
=)
C
i B:%a" 0 P:%(/A—8+ﬁ§)

4. Angulo interior: es el formado por dos cuerdas geecortan en el interior de la
circunferencia. Ver figura 37. Su medida en igadh semisuma de los arcos que
abarcan.

5. Angulo exterior es el formado por:

a) Dos secantes que se cortan fuera de la circuniargnienen medida igual a la
semidiferencia de los arcos que abarcan. Verdig8r (a)

> Figura 38: Angulo exterior

C
B
A ’
a
0 C:E (AC - DB) Dc:E (DA - DB) Dc:E (CDA- CA)

(a) (b) (c)

b) Una secante y una tangente que se cortandedeacircunferencia y su medida es
igual a la semidiferencia de los arcos que abaiantigura 38. (b)
c¢) Dos tangentes tiene como medida la sem@ifga de los arcos que abarcan. Ver
figura 38. (c)

Longitud de la circunferencia:
El nimeron (pi) es la razon entre la longitu@ de la circunferencia de cualquier circulo

y su diametrod; es decir,n:% De aqui,C=nd o sea C=2xr. Como valores

. . 22
aproximados der se tienen3.1416; 314 o sea7.

Una circunferencia se puede considerar como uggubi regular de un namero infinito de
lados. Si un cuadrado se inscribe en una circumiezey se duplica continuamente el
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namero de sus lados (para formar un octagond,8ingono, etc.); los perimetros de los
poligonos resultantes se aproximaran cada vez tadsmgitud de la circunferencia.

Area de un circulo.

Es el producto del radio al cuadrado y la constar{f#):
A=xr?

Longitud de un arco.

. . n° . . :
La longitud del arco de es igual a—al%a) parte la longitud de la circunferencia, o sea:
o
360°
_mn°r
180°

L=

(27[ r)

Area de un sector circular.

(o]
El area de un sector circular de es igual %%%-( parte del area del circulo, es decir:

n (nrz)

k =
360

Area de un segmento circular.
El area de un segmento circular es igual al aresedtor correspondiente menos el area del
triangulo que forman sus radios y la cuerda quéenden:

Asc=—2 (x rz)—m
360 2

PRACTICA N°16

1. ¢(Coémo se llama el segmento que une un vértice daamgulo y el punto medio del
lado opuesto?

2. Un angulo externo de un tridngulo es igual a la:

a) Suma de los angulos internos b) Suma de lod@niernos no adyacentes

c) Suma de los otros angulos externos d) Difgaethe los angulos internos no adyacentes

3. Un poligono tiene:

a) Exactamente tres lados. b) Tres o mas lados  Mas)de tres lados

d) Menos de diez lados A

4. En el triangulo ABC dado a continuacién, el segmetib es:
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a) mediana b) bisectriz c) altura d) mediatriz e)

n.a.
5. ¢Cdmo se llama el poligono regular que tiene adissl?
D
6. En la siguiente figura el valor del angudBC es: C
20°
A B D

7. ABC es un tridngulo isosceles, donde€ es la base. Determine el valor del anguwb.

8. En un triangulo equilatero, cual es el valor dejudo exterior en cualquier vértice?
(utilice n).

9. ¢Cual es la medida de la diagonal del cuadradosdagos miderécm?.

10.En la figura dada, el valor del angulg' es de: N
X

(_‘* 307

11.¢Cuél es la diagonal del rectangulo cuyos ladosmtdm y 8cm?.

12.En el paralelogram@BCD, el valor de"x' e "y", respectivamente son:

13.En un triangulo re VEdem y un cateto9cm. Determine la
longitud del otro cateto.

14.Una escalera d80m de longitud se coloca a48m de una pared. ;A qué altura de la
pared llega la escalera?.

15.En el triangulolJK el valor del anguld x' es de:

5x
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16.El valor de "x" en la figura dada es de;, .
X

A 3 C

10m C
h

A E 8m D

18.¢COmo se llama un poligono que sea a la vez eguailsitequiangulo?

17.El perimetro y area del trapecio de la figura degla o5, B 17m

19.El perimetro de la figura es: 4cm 9cm
5cm

7cm

20.EIl perimetro de la figura dada es de: 3am

2m
4m 4m

21.El area del trapecio is6sceles mostrado en ladiges de:

10m
5m 5m
3m 3m
3.2m 3.2m
22.El perimetro de la figura dada es de: T
m I}
|t
_ ) 10m | &—124m ——
23.Determine el area sombreada: A -
6m
am 3m

24.Halle el area sombreada de la siguiente figura:

Y7

10 m




25.Los tridngulos ABC y DEF son equilateros. El trialogABC tiene 81 cm. de perimetro.

2— ,
DF = 3 AB. ¢ Cual es el perimetro de la figura sombreada?.

a) 27 cm b) 135 cm c) 63 cm d) 99 cm e) n.a.

B

A C
D

26.¢,Cudl es el lugar geométrico de los puntos de amopjue estan a igual distancia de un

punto fijo?
27.Si % del didmetro de una circunferencia midgulg. ¢Cuél es la longitud de la

circunferencia?

28.En la figura dada, el angulo inscrigCD mide28° . ¢ Cudl es el valor del anguRAD

(también inscrito)?. a
A —1C
T

D

29.¢Cuédl es la longitud del arc@ de la figura mastPa

15cm
30.¢Cuédl es el area total de la siguiente figura2——— R=1cm
R
31.Enla figura,/Z\B = 110°,/_I§C = 90°. Halle ElL&
C
32.¢Cudl es la longitud del arcsB?. Usen = 3.1416. A B
R=2m
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33.Cuando el angulo inscrit@BC es 26°. ¢ Cudl es el valor del angulo inscriBCA si

BC es el didmetro de la circunferencia?

(D

34.Si el arcoAC=60". ¢Cual es el valor de?.

©

35.En la figura dada, el segmen&B es:

(S

36.En la figura mostrada, el valor del angulo "y" eg;

A C

37.La siguiente figura corresponde a una circunfeeedei radio 4.5m y el angulo central

entre dos radios es de 60°; ¢ Cuanto mide la lashgéusu arco?

a) 270° b) 120° c) 1.05° d) 4.71° e) n.a.

RESPUESTAS
1) mediana; 2) b; 3) b; 4) c; 5) hexadgono regub) 110°; 7)100°; 833£rad ;
9) 8.48 cm.; 10) 120°; 11) 10 cm.; 12) d; 13) b2 &4) 6.4 cm; 15) 15 m; 16) 70° y 125°;
17) 90 m y 360 M 18) triangulo, equilatero o cuadrado; BErm; ; 20) 30cm;
21) 5./3cm; 22) 22m; 23) 22m; 24) hexagonoregular, P =48cm; 25) 13lados
26) 27cm; 27)10 lados; 28)170 diagonales 29) 7 diagonales 30) circunferencia;
31) 3768pulg; 32) 80°; 33) rectc; 34) 10.8cm; 35) 64°; 36) cuerda 3N y 78
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7.5 Cuerpos geométricos (solidos), identificacidnalculo del &rea y volumen.

Un soélido o cuerpo es una posicidén cerrada de agspéanitada por superficies planas o
alabeadas. Cuando un sdélido esta limitado por fajgsr planas se llamRoliedro. Por
ejemplo la piramide y el cubo. EI cono, el ciliody la esfera no lo son porque estan
limitados en parte o totalmente por superficiebedalas.

Las superficies que limitan un poliedro se llancanas las intersecciones de las caras se
llamanaristasy los puntos donde éstas se cortan se denomértoes

Todos los cuerpos que nos rodean son sélidos &ithianales por ejemplo: los salones de
clases tienen la forma de un solido rectangular,témques de depdsito de agua tienen
forma cilindrica, las bolas de béisbol tienen foresdérica, entre algunos ejemplos de
solido. Los sdlidos tienen areas laterales, lakesuse determinan por medio de la suma del
area de cada una las caras que forman el solidia 8e unidades cuadradas.

$ Volumen:

Se define como el espacio que ocupa un cuerpsteYsé expresa en unidades cubicas,
tales comomt®, cm?®, pie’, pulg’, etc. También se puede expresar por el area tase
por la altura.

Cubo: es un solido rectangular cuyas caras son cuadraglosles. Ver la figura 39.
1. Area lateral del cuboEs igual al 4rea de cada uno se sus lados nicdiffgls por la

cantidad de caras que tiene el cual e§ dmras,A =6 b°.

2.Volumen: ,& Figura 39: Cubo.
V =bxbxb
V=b? b

b

b
Paralelepipedo o sdlido rectangularSon rectangulos perpenaicuiares entre si e iguales
dos a dos. Ver la figura 40.
1. Area lateral: es igual a la suma del area de cada una de susccaeas

Arealateral= 2A, + 2A, + 2A,
=2ce +2bc+be
2.Volumen de un paralelepipedo:
V =axbxc o area de la base por la altura.

Areadelabase=axb = largox ancho
alture = c
} Figura 40.: Paralelepipedo.

b —
& a=lagoe
Az

b =ancho
Il A
l
[

c = altura
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Cilindro: es un cuerpo cuyas bases son circulos paralelgsadds y cuyas secciones
transversales son rectangulos. Los lados del aitirebn perpendiculares a la base. Ver la
figura 41.

Area lateral de un cilindro circular rectdEs el producto de la altura y la longitud de la
base, donde la longitud de la base es el perirdetta circunferencia.

A =h(x D) =h=(2r)

A=2znrh

$ Nota Esta area lateral solo incluye el area de sueslad no la de sus tapas
(circulares).
Volumen de un cilindro circular rect&s el producto del area de la base por la altura.

V = Areadelabsex altura
V =ar’h
Areadelabase= nr?.

,& Figura 41: Cilindro.

h = altura

r =radic

r

Esfera: Es un cuerpo en el cual todos los puntos de suficipeestan a igual distancia de
un punto fijo que se llameentro de la esferda esfera se puede considerar engendrada
por el giro completo de una semicircunferencia dé@or de su diametro como eje y
ademas tiene una forma compacta, ver la figura 42.

1. Area lateral Es el producto dé veces el radio al cuadrado por
A=4nr?.

4 .
2.Volumen de la esfer&s el producto de3-ﬂ y el radio al cubo:

4
V =§nr3.

s Figura 42: Esfera.

Cono circular. es el sélido cuya base es un circulo y su superfateral termina en un
punto. La seccidn transversal que pasa por el ¥ényiel centro de la base es un triangulo
isésceles cuyos lados iguales son apotemageiferatricesy ) del cono. Ver la figura 43.
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1. Area lateral del cono circular rectdEs el producto del radio por la generatriz por
A=nrg

$ Nota El area lateral solo incluye el area de sus lgdos la de su tapa (0 sea su base
circular).

2. Volumen de cono circular rect&s el producto de un tercio del area de la basdap
altura.

Areadelabase= 1 r?

1.
Volumen= §Areadela basex alturadelcono

1
Volumen:§n r*h

,& Figura 43: Cono.

t =radio del cono
h =altura  del cono

g —apoterna o generatiz del cono

Pirdmide o prisma:

Es un poliedro cuya base es un poligono de cualquimero de lados, y cuyas caras
laterales son triAngulos que se encuentran en oo flamadovértice de la pirdmidelLa
altura de la piramide es el segmento perpendic(hl)atrazado desde la base al vértice de la
piramide. Se llamairamide regulara la que tiene por base un poligono regular ycpoas
laterales triangulos isésceles iguales, y cuyaatidemas une al vértice con el centro de la
base. Ver la figura 44.

Fe Figura 44: Piramide.

A
ap = apotemn a, segmento perpendicul ar
ap h trazado desdelamitad dellado del
E poligono delabase al vértice dela
E ) piramide.
o D | =lado del poligono dela base

n = numero delados del poligono dela
hase
h = altura de lapiramide

E =éareade polizonoe delabase

1. Area lateral de una piramidéEs la suma de las areas de las caras laterales.
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A:P-ap

; donde P = perimetro y ap = apotema

Apotema del poligono de la baseegmento trazado desde el centro del poligono de la
base hasta uno de sus lados, siendo perpendicelaressi. Divide en dos la mitad el lado
de la base y la bisectriz del &ngulo central dégpao de la base.

2. Volumen de una pirdmidEs igual a un tercio de producto del area de la pasla
medida de la altura de la pirdmide.

1
V ==Bh.
3

El prisma se compone de tres pirdmides iguales.
1. Area lateralde cualquier prismas el producto del perimetro de la base por isaattel
prisma.

A=Ph

2. Volumende un prismaes igual al producto del &rea por la altura dishpa.

PRACTICA N°17
(Utilice m=3.141¢€)
1. Calcule el area total de un cubo, cuya arisi@o{l mide7.5cm?

2. Si el volumen de un cono es @88L7cn?, y su altura es d&5cm. ¢ Cudl es la medida

del radio de la base?.
3. Calcule el areay el volumen del cubo que tmordado 10.28 cm.

4. Si el volumen de un cono es 8877 cnt, y su radio es de @&n ¢ Cudl es la medida de la
altura ?.

5. Si el area de un cubo es 1836.42 cm , encuelntedor de la arista. (lado).

6. Determinar el volumen de un cilindro, cuyo difnmmele la base e&m vy alturalOcm.

7. ¢ Cual es el volumen un cubo, cuya arista (ledd¢ 8.7 pulg.?

8. ¢ Si el volumen de un cilindro circular rectades7607rent y su altura ed2cm, ¢, Cual
es la medida del radio es?.

9. Calcule la arista de un cubo que tiene volug&h6cnt.

10. Halle el volumen de un cono cuyo diametroadedse es 22 cm y su altura 18 cm.

11. ¢, Cudl es el radio de una esfera que tienelumen de 723.3 cin

12. Determine la altura de un cilindro, cuyo diamede la base es 13 cm y volumen
2210.85cnT.

13. Encuentre el volumen de un paralelepipedoigoe 6.4 pies de ancho, la longitud
excede en 6 pies al ancho y la altura es de 7 pies.

14. Calcule el volumen de la piramide de base aazdy altura 9 cm. Como muestra la
figura.
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15. ¢ Cuél es el volumen de un cilindro con altuBard, si el perimetro de su base es 27.2
m?.

16. El volumen de una piramide es 450ynel area de la base es de 25°mg€uanto mide

la altura?.

17. Una piramide de base cuadrada tiene una afjuah a la longitud de la diagonal de su
base, encuentre el volumen de la piramide si el tedla base mide 8 pulg.

18. Calcule el radio de una esfera cuyo volumetBdsl cni.

.6m

20. Determine el volumen y el area total de unarpide que tiene de altura 2.9 pies y una
base cuadrada de 2.5 pies de lado.

RESPUESTAS

1)384cm  2)9cm 3) 875.56 éml,762.79ch  4)5cm  5)216 pufg

6) 502.66 cm  7) 433.5pufg 8)8cm. 9)486chm 1 0)72rcent  11)5cm.
12) 502.66 cth  13) 82.72 pi€és 14) 189 cd  15) 281.99 chh 16) 15 m
17) 102 puld  18) 3 cm. 19) 1.69°m 20) 1.5 pi€s8.65 pied

8. CONCEPTOS GENERALES DE LA TRIGONOMETRIA

La trigonometria, 0 geometria de los triangulosc@&centra en los triangulos rectangulos
ya que estos son la base para entender todasi$&s de triangulos.

La trigonometria se ha definido también como laai de la medida indirecta, ya que a
traves de ella se pueden calcular distancias irbjgssde medir directamente. Tal calculo

se hace mediante seis razones que se llaman fesdiegonométricas y cuya definicion se

dara mas adelante.

La definicion de las funciones trigonométricasfeeda en el sistema de coordenadas
rectangulares, con las cuales se calcula distadeiaegmentos rectilineos dirigidos y de
angulos. A continuacion estudiaremos este sistema.

8.1. Sistema De Coordenadas Rectangulares O Planar&siano.
Para construir este sistema de coordenadas retdaggjuse trazan en un plano una recta
horizontal y una recta vertical, ambas dirigidagsrpendiculares entre si. La recta

horizontal recibe el nombre de eje de las abscsge de las x; la recta vertical el nombre
de las ordenadas o eje de lasy el punto de interseccion de ellas es el origen.
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Usando estos ejes como referencia, se localizatopgituados en el plano, los cuales estan
determinados por dos numeros denominagdasdenadas del puntoepresentados asi P(X,
y), la primera coordenada es la coordenada ersgg@n el eje x) y la segunda coordenada
es la coordenada en y (0 sea en el eje y).

Es importante destacar que toda coordenada a é&chderdel punto llamado origen es
positiva y a la izquierda de dicho punto es negaflvoda coordenada hacia arriba llamado
origen es positiva y hacia abajo de dicho puntoegstiva.

Los ejes de coordenadas dividen al plano cartesemocuatro regiones llamadas
cuadrantes, vea la figura 1.

» Figura 1:
h)*’
i ry
=+ | s+
+ > =x
i i
- v )
En la figura 1 son las regiones nombradas pordosenos romanos |, 11, 11, IV; ademas se

indican los signos de las coordenadas en los difeseuadrantes.
Vea el ejemplo 1.

Ejemplo 1: Trazar el punt0P1(2,3), Pz(—1,3), P3(— 2,—2) y el P4(1,—2) y encontrar la

distancia del origen al punt®, o seaO_Pl.

Solucion:

Para localizar cada punto, se mide la distancia geémera coordenada sobre el eje x hacia
la derecha (+), hacia la izquierda (-) y la disiamie corresponde a la segunda coordenada
se mide sobre el eje y hacia arriba (+) y hacigoapp El punto sera la interseccion de la
medida sobre el eje x y el eje y. En la figura iggte se muestra:

¥
B -4
(_]73)‘ ....... B . R
23)
__2
+} } } i D = EEIM | |
- 3o A I
-1 T
Bi.al iB
F2-2) fL-2)
_3__
_4 1
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La distanciaﬁ’l se encuentra por el teorema de Pitagoras. Sabgprel®©P, = r y que es
la hipotenusa, "x" e "y" son los catetos, tenemos f=x>+y*,r = Jx*+y®>. Como se
observa OM es un triangulo rectangulo, donde OM = xMP,=y son los catetos los

cuales son perpendiculares o sea que forman énireégmgulo de 90°. A la distanc@P, ,

también se le llama radio vector, el cual es léadiga del origen al punto localizado y no
es mas que la magnitud de la distancia, siemppegtvo sin importar en que cuadrante se
encuentra.

Vea el ejemplo 2.

Ejemplo 2: Determine "y" sir =5, x =-4 y el punto se encuarn el tercer cuadrante.

Solucion:
Para encontrar el valor desconocido debemos utilizéeorema de Pitagoras®=x’+y?;
en este caso se despeja el valor desconocile Vri=x?, por lo cual

y= ‘/(5)2—(—4)2 =425-16 = /9 = +3; como el punto se encuentra en el tercer cuadrante

la"y" es negativa 0 sea que el punto es igual84,
8.2 Funciones Trigonomeétricas Basicas

Las funciones trigonométricas basicas se definemdas razones trigonométricas para un
triangulo rectangulo90°), segun coincida su lado terminal con eleje con el ejey .
Con la figura 3 se encuentran las funciones triggétdacas basicas para el angalo

- Figura 3.

A h C
Las funciones trigopnométricas basicas para el afysion:
ladoopuesto _ a

senadeA =senA = —_ =
hipotenusa ¢

! nt
cosenaleA =cosa= .adoadyacente %

hipotenusa

ladoopuesto _ a

ladoadyacente b

Las funciones trigopnomeétricas reciprocas paragllén son:
hipotenusa _c _ 1

lado opuesto_ a senA

tangentaleA =tanA=

CosecantaleA = cscA=
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hipotenusa ¢ 1
SecantedeAes=secA=———MM =—=——
ladoadyacente b cosA

ladoadyacente b 1
Cotangentede A = cotA = Jacoadyacen’e 2 -
ladoopuesto a tanA

Vea el ejemplo 3.

Ejemplo 3: Encuentre las tres funciones trigonomeétricas bagiara el angulo Ay el
angulo B.

Solucion:
El lado c se encuentra por el teorema de Pitagoras

c=va?+b? =/(8)? + (6)° =/64+36=4100=10

8 4 6 8 4
senA—l—O—g cosA—l——g tanA-E_§
6 3 8 4 6 3
senB—l—O—g COSB‘_O‘E th_g_Z

% Como se puede observar en el ejemplee31A= cosB, cosA=senB, tanA = cotB

y la cotA =tanB. Esto sucede cuando dos angulos son complemes(mrioB = 900).

El seno de uno de los angulos es igual al cosensudeomplemento y viceversa. Por
ejemplo senl0% cos80% sen30% cos60°y sen70%cos20° Esto se verifica con las
demés funciones trigonométricas.

8.3 Funciones trigonométricas de cualquier angulo

Por ejemplosen30.5° Esta funcion trigonomeétrica se encuentra utiliitanna calculadora
cientifica, sino se cuenta con una calculadoratifiesn se debe encontrar con una tabla de
valores (Este método ya casi no se emplea, pospudtat mas largo y menos exacto; no es
exacto por que todo los valores no se encuentrdasetablas y al no encontrarse se debe
interpolar). Para los efectos de este libro y mmte curso, todos los estudiantes deberan
utilizar una calculadora cientifica.

Para encontrar e3en30.5%n una calculadora cientifica; como el angulo estdecimales

de grado, se coloca la calculadora en el modo aldgogiDEG) con la tecIG 0 con una

tecla similar. La mayoria de las calculadoras estael modo de grado (DEG) cuando se

encienden y no es necesario oprimir otra teclan@umada calculadora esta en este modo

(DEG) se introduce el numero 30.5 y se oprime déatde la funcion trigpnomeétric&0.5
[se] 0507538363.
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% Nota: La calculadora, como se puede observar, decho mas numero de los
requeridos, sin embargo solamente se trabaja catroicifras de decimales para nuestro
caso seriaserB0.5 = 0.5075; cuando la quinta cifra decimal es mayor de 5asgondea la
siguiente cifra anterior o sea la cuarta cifidea el ejemplo 4

jemplo 4: Encuentre el valor deos46.3°= 0.690882411

Solucion:

Para este caso la quinta cifra redondea a la ¢ypantaanto elcos46.3°=0.6909

Todas las calculadoras cientificas proporcionanectiimente las tres funciones
trigonométricas basicas; o seano, coseng tangente las funciones comda secante,
cosecantgy cotangenteson determinadas a partir de las funciones triggitiocas basicas.
Vea el ejemplo 5.

jemplo 5: Encuentre el valor desc3C°.
Solucioén:

csc3(0° = 1 = i =2
ser3¢° 0.5

8.4 Funciones Trigonométricas De Un Angulo En PosiciéNormal

Los angulos miden rotaciones y se definen més #&@enente a partir de circulos.
En la figura 8.4.1 a continuacion se muestra elutdrcon centro en el origen del sistema
de coordenadas rectangulares.

» Figura 8.4.1:
90°

hdo  temninal
L

(thh)

hdo  temminal
k.

180°

Zrn®

% El angulo en posicién normal es aquel que tiengstice en el origen y su lado
inicial coincide con el eje positivo de las abseigax”.
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Como se puede observar en la figura 8.4.1, el taduinal del angulo puede quedar en
cualquiera de los cuadrantes. El angulo se en@entrel cuadrante en que esté el lado
terminal y gira en contra de las manecillas deljr@ireccion Positiva).

El &ngulo en posicién normal puede variar@®& 6 < 360° y si este &ngulo es mayor que
360°; significa que el angulo gir6 mas de una auglse puede expresar en términos de un
angulo en posicion normal.

Como puede observar de la figura 8.4.1, el cirtigioe cuatro cuadrantes y un angulo
positivo 6.

Las funciones trigonométricas para un angulo encigms normal 6, cuyo lado terminal
pasa por el punt@x,y) en un circulo de radio se definen de la siguiente forma:

sery = l csd =— = i
r y sem

cod = X sed = r__1t
T X  cosd
targ = X coh =— = L
X y tanéd

El radio vector o hipotenusa siempre es positivagmbargo la abscisg)y la ordenada
(y) pueden ser negativas o positivas dependiendoudelrante en que se encuentren. El
signo algebraico de una funcion, se determina meglias signos del puntfx,y) del lado

terminal. Todas las funciones son positivas eniglgr cuadrante; solamente dos funciones
son positivas en cualquiera de los otros cuadramsesla figura 8.4.2.

» Figura 8.4.2:
¥

Cx +y) (rx, +y)
sen@ y cscl | Todaslas funciones

sofl postvas son positivar
o = z

4 o .
(-_X- _F) ("’Y, _y)
tan @ v cotd cosd wogec B

aatL positivas + 801 LOSINVas

Vea el ejemplo 8.4.1, el ejemplo 8.4.2 y el ejengta 3.

Ejemplo 8.4.1:La tand =1 y el serd es negativo. Determine el angulo y los valores
dex,yyr.

Solucioén:
Como la tangd es positiva y elserd es negativo, el angulo se encuentra en el tercer
cuadrante. Entonces:
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tand=L=1 significa x=-1, y=-1 y r=y(-0P+(-10P=v2 y el

J2

X
serg = _—1EIJ—§ = —. El &ngulo ed = tan™(1) = 45°.
2 2 2

. ] 12 .
% Ejemplo 8.4.2:Calcularcosd, coté; si serd :E y 6 esta en dV cuadrante.
Solucion:

El serd =Y _1_123 y 8 esta en elV cuadrante:
r

X=7?
X2+y2=r2
x2:r2—y2

x=or?—y? = (137 - (12 = V169-144 =25 =45

Se tomax = +5 porque eld esta en elV cuadrante y alli lag son positivag+):
X_ 5 5

L Ejemplo 8.4.3:Calcularserd, cosd y tand para el puntd- 34).
Solucion:
Al ser lax negativa y lay positiva el angulo se encuentra erllecuadrante:

r2:)(2_'_y2

8.5 Funciones Para Cualquier Angulo En Términos De Furiones De Angulo Agudo
(Angulos De Referencia O Relacionados).

Todos los angulos mayores @6° pueden ser expresados en términos de angulos agudo
positivos o sea un angulo agudo en el primer codelr&sto se hace mediante la utilizacion

del angulo de referencia o relacionado, cuya aédin es la siguiente:
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El angulo relacionado o de referencia es el angalado positivo formado por su lado
terminal y el ejex, con el cual se puede expresar cualquier angubnq sea multiplo de
90° y que se encuentre en posicion normal. Si el @hdatlo es un multiplo d80° y se
encuentra en posicion normal, entonces su angutefdeencia o relacionado €8 6 90°,
segun coincida su lado terminal con el gjeVea la figura 8.5.1.

2 Figura 8.5.1

wnh=-

=Y

Ex]
]
- @

1]
I
— b2

g

o 6D

(c) (@)
Los valores de las funciones trigonométricas deci@dros angulo®, , 6,, 8, y 6, son
iguales o difieren solamente en el signo. Los ea@bsolutos (o0 sea positivos) xley y

r son iguales para cada angulo. Los trianguloSaquean estos dngulos son congruentes
y los &ngulos agudos de cada uno de los anguléssetuadrantes son iguales al angulo
agudo®, que se encuentra en el primer cuadrante.

s Como se puede observar el valor absoluto o seatiywsde las funciones
trigonomeétricas de un angulo en cualquier cuadrast@ iguales a las funciones de su
angulo de referencia 6 su angulo relacionadea el ejemplo 8.5.1.

Ejemplo 8.5.1: Obtenga elseri4(®,cos25(, tan313 y muestre el angulo agudo.
Encuentre el signo correcto de la funcion. Obtezigaalor de la funcién del angulo agudo
o de referencia y coloque el signo correcto.

Solucion:
1. Angulo agudo o de referenciy =18P-140°= 40°. La funcion senc es positiva en el
[l cuadrante:

se(®= 0.6428. El valor delsem(® se obtiene utilizando calculadora cientifica.
seri4(®P=sed(®
serl4(= 0.6428. Se puede verificar buscandosadri4® en la calculadora.
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2. 8, = 25(>-180°= 7(°. La funcion coseno es negativa erllel cuadrante:

cos7’=0.3420. Como el angulo se encuentra en elll cuadrante
c0s25(P= —cos70°= -0.3420.

2507

-
L

"F

3. 8, =360P-3183=45°. La funcion es negativa en Bf cuadrante:

tan45°=1. Como el angulo se encuentra enl¥l cuadrante y la tangente es negativa
entonces:
tan31%= -tan4y

tan313=-1

L )

8.6 Valores De Las Funciones Trigonométricas De Los Amips Especiales De3(°,
45°, 60° Y Sus Mdltiplos.

Los angulos de80°, 45° y 60° se consideran angulos especiales porque ellogesenan
frecuentemente en problemas, ademas las funciogesdmétricas de estos angulos son
faciles de aprender. Es util recordar los valoresedtas funciones para entender la
variacion de las funciones trigopnométricas y veaifiresultados.

Estos angulos se pueden expresar con triangult@gedos y con el teorema de Pitagoras.
Los lados de cada triangulo se pueden memorizarta ge estos triangulos. Vea la figura
8.6.1.
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y Figura 8.6.1:

(] (&)

Las funciones trigonométricas de ellos son:

sers(® =% = 0.5000 ser6(°= CE 0.8660
2
cos30% é = 0.8660 00360":% = 0.5000
ansr=-L =32 = 05774 tan6e°= /3 =17320
J3 3

sen45°:i :é =0.7071
J2 2

cosA4A5°= i = é =0.7071
J2 2

tan45°=1

% Para mayor facilidad se puede memorimeoozé y tan45°=1. A partir de esto

se puede deducir las demas funciones trigonomaétrititizando el triangulo rectangulo y
el teorema de Pitagoras.

Con el angulo de30° se pueden deducir las funciones trigonométricag80iey también
las de60° ya que estos dos angulos son complementarios|ustooa

8.7 Funciones Trigonométricas De Angulos De Cuadrantes

Debido a que el lado terminal de los angulo#le90°,180°, 270°y 360° coinciden con
los ejes que definen los cuadrantes en un sistemeodrdenadas se les llama angulos
especiales. Las funciones trigopnométricas de @stgslo se determinan a partir déiculo
unitario, donder =1; las coordenadas de los puntos seran para caddodogmo se
observa en la figura 8.7.1.

65



y Figura 8.7.1:
207

270°
Las funciones trigonomeétricas paf®, 90°, 18 y 27(:
0 0 9 18 270
ser=Y 9.9 1oy 9.9 1o
r 1 1 1 1
co9 =2 1o 0.9 It 9.9
r 1 1 1 1
tarp =Y 9.9 1-o Oy 1w
X 1 0 -1 0
y 0 1 0 -1
se(B:L }:1 1:oo 1:—1 1:oo
X 1 0 -1 0
cs® = 1w }:1 1 1:_1
y 0 1 0 -1

% La tan90°:6: oo, la division entre cero no existe 0 no esta ddbnp sea que es

infinito. La tangente no esta definida 86° y 270°, debido a que no tiene ningan valor en
estos angulos. Lae®d0°, se27@, cscl® y cscl8( tampoco estan definidas.

8.8 Angulos Coterminales.

Para angulos mayores quB60° o menores qued® (estos son angulos negativos), los
valores de la funciones trigonométricas son losmagsque los correspondientesaaulo
coterminalentre 0° y 360° Un angulo coterminal, es aquel que tiene el misegmento
terminal que el angulo dado. Por ejempen380° cos4709 tan(—45°), vea la figura
8.8.1.
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y Figura 8.8.1:
cen 380" sen380° = sen(360°+20° )= sen 20°

20° cot la calculadorm
280" sen 3807 =0.3420 y 2en20°=0.3420
sen 380" = sen20”

cosd70 £0sd70°= cos(360°+110°)= cos110°

conla calculadora
cosd 70°=—0.3420y
cos110°=—0.3420
cosd 707 = cos110°

| 470°

n(-45) 1. tan (- 45+360°)= tan315°
con la calouwladora

tan(-45°)= -1 y tan315°= -1

_450
tan (- 45°) = tan 315°

[e]

» Nota: Los angulos negativos giran a favor de lanewlla del reloj, o sea en posicion
normal se colocan desde el eje positivo dedagirando a favor de las manecillas del reloj
hasta el lado terminal.

8.9 Funciones Trigonométricas Y Sus Gréficas

Las funciones trigonométricas son funciones pecaxliesto es que los valores se repiten
después de cierto nimero de grados, a los quellaeke periodo. El periodo es el nUmero
de grados contenidos en un ciclo de la graficargefuncion. Es importante destacar que
muchos fendémenos fisicos son periodos por natargigmieden describirse empleando las
graficas de las funciones trigpnométricas. Lasasijue forman las funciones senoidal y la
cosenoidal son las que tienen mas cantidad deaeiees. Ellos se presentan en las
aplicaciones matematicas que tienen relacion emalimiento circular, como el que
describe la corriente alterna, la onda de lalaupnda de radio, el movimiento de fluidos
(como el agua), el movimiento orbital de la tiezrdre otros.

8.10 Graficas De Las Funciones Trigonométricas

Las gréficas de las funciones trigopnométricas sdizen en un sistema de coordenadas
rectangulares. En el eje de las abscisas se colosangulos en forma lineal y dados en
radianes (para expresarlo numeéricamente en gradodee manera circular) y en el eje de
las ordenadas se coloca la variacion de la furtciganométrica para el angulo dado. Cada
valor del &ngulo le corresponde un valor de la ifmdrigonométrica del angulo; estos
conjuntos de valores se grafican en el sistemaodedenadas y al unir los puntos se
obtiene la gréfica de la funcion trigopnométrica.
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Grafica de la funcién seno:

Grados X o 450 90° 139 180 225 270 317 360
. 7
Radianes x| 0 3—” n 2n
2 4
y =sem 0 -1 -07 0
Grafica de la funcién coseno:
Grados X o° 45° aee 139 18 229 270° 313 360
. 7
Radianes X 0 7 7 3—77 7l o 3—” n 2n
4 2 4 4 2 4
y = COS> 1 0.7 0 -07 -1 -07 0 07 1
yh v RO TR
07 [ o

i T

"f

Como se puede observar el periodo o angulo enaweedven a repetir los valores para
ambas gréaficas e2x . La amplitudo valor maximo de las graficas #sambas curvas se
repiten continuamente en ambas direcciones. Pto tara manera de expresarla en forma
general es:

y=asenbx y y =acosbx.

La amplitud de la curvaenoidaly cosenoidalse puede modificar por medio de un
coeficienteque multiplique a la funcion y @eriodose puede cambiar con goeficiente

(b) que multiplique al &ngulo.

Amplitud =|a] y el Periodo= ZT]T

El valor |9] indica el valor positivo da.
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Grafica de la funcion tangente:

La grafica de la tangente tiende al infinito enrtoigounto. En estos puntos la grafica
presenta saltos y no tiene continuidad.

Grados x o° 45° [0y 139 180° 223 2707 313 360
. 7
Radianes x 0 7 7 3n 7l on 3n n 27
4 2 4 4 2 4
y = tanx 0 1 ) -1 0 1 0 -1 0
¥ ¥ T tanw®
1 1 asimotas )
. _-"'I’ | |_--'1|" ”Lf_l ’ . &
TR R
-1 |
L
T, 3w

Para este caso el periodozexomo se puede observar cuand®e acerca az- o] - la

tangentex tiende a valores muy gramﬂe). En estos puntos la curva se acerca dinea

vertical. La curva nunca toca esta linea, que se llasfiatota sino que solamente se acerca
mas a ella. Entonces:

Amplitud=|g = y el Perl’odo:%.

PRACTICA N°18

1. Hallar el valor de las funcionests y secS respectivamente, $ es un punto del lado
terminal deg y las coordenadas sa¥{12, -9).

2. Si A y B quedan en una linea recta que pasa por el oritgngoordenadas d& son
(-5-2) y la abscisa d8 es8. Encuentre la ordenada

3. Si la ordenada e y el radio vector e8. Encuentre el valor de la abscisa y el angulo, si
el punto se encuentra &}, .

4. Determine las coordenadas del punto final sarirpdel punto P(— 3,3), trazamos los

siguientes segmentos4 unidades hacia abajo, 2 unidades hacia la izquierda vy

3 unidadeshacia arriba.
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5. Si Iacow:%. ¢Cual es el valor de kedd en elQ,?.

6. Hallar el valor de las funcioneseng y tang respectivamente, ® es un punto del lado
terminal deg y las coordenadas sat(4, -3).

7. Encuentre el valor deossd .

8. Encuentre el valor desd- 240°).

9. En la figura mostrada, cual es el valorcdeg .
J

&

E
L 4

(4,-6)

L 3

10. Si el valor deserd = —é. Encuentre el valor dené enQ, .

11. Encuentreseq;

1

o . tar’ 45°+sec 60°
12. Encuentre el valor de la siguiente exprestes: > —.
csc® 30° —4ser 45°—tar” 6C°

13. Encuentre el valor de la siguiente expresitsed 80 - 2serf 270°.
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14.

Halle el valor de las funcionegng y tang respectivamente, de un punto situado en el

Q,, cuyo radio vector es el doble de su abscisa.

15.

16.

17.

18.
19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

28.

4c0s 45° -3c0s60° + tan60° - cot30°
Encuentre el valor de la siguiente exprestos:
ser6C°tar 45°

serd0° +ser70° — 2cot90°
Encuentre el valor de la siguiente exprestes:
cod-x)+sed 8C°

Encuentre el valor de la siguiente expresfusc 30° + 2cot? 240 - 6serf (- 225°).
Encuentre el valor de la siguiente expresas360° csc270° + serD(° +tanl8( .
Encuentre el valor dens225 .

Encuentre el valor debsl35 +cos315 .

serBO"JE CSch
Calcule el valor de la expre3|o?=
tan— +cot4s

ser9(P+ser27(P—cot90°
Encuentre el valor de la siguiente exprestes: .
cos(— 5”)

o csc30°-2sedB P+ csc 30°
Encuentre el valor de la siguiente expresies:

"L+ cot? 45° [2ser60° — 2cos45°)|

3cot90° + 2ser27C¢°(serd0° - cos1_80°)
Encuentre el valor de la siguiente exprestor: P eoil80
sed8C°

Dada la funcidry = 4serg x. Encuentre el valor dé (amplitud) y P (periodo):

Dada la gréfica, encuentre la ecuacion.

Cuél es la amplitud de la funci§r= 2cost x .
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29
30

31
32

33
34
35
36

37

38.

39

. Cual es el periodo de la funcigr- 4sergx.

. Dada la gréfica, encuentre la ecuacion.

Y a

N
R

. Dada la funcién trigonométrica= 5serBx, los valores de la amplitud y el periodo.

. Dada la siguiente gréfica, encuentre la ecaacio

i
VRN

. Encuentre el periodo de la funcigr 3tan2x.

. Determine la amplitud de la siguiente funcigr: 3cos2x.
. Encuentre el periodo de la funcigr= 2serBx.

. Dada la siguiente grafica, encuentre la ecnacio
Y oA

EAN

1 | | -
RN

-3 T

. Encuentre la amplitud y el periodo e 9tan26 y de f (x) = —3tan§.

Encuentre el periodo, amplitud, desfazamigrtace la gréfica de:

F(x) =3co{3x-7m); f(x)= ZSGV{ZX + ;Tj

. Dado el triangulo rectangulo que se muestia égura dada, encuentre el anguo
E
c a=44
ATy oa1 ¢
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RESPUESTAS

J5

1). cotB—-g secB—E 2). yg=32; 3). 4J§ 3°; 4). (—5,2); 5). —?; 6).
3 J_ 2J_ 213, 7 zf

3
send = ——, tané?—-— 7 : :10). ——; 11). - ——; 12).-5;13).
2 ). -18). )- =570 10)- ).~5:13)

13
V2

; 16). 0; 17). H; 18). 0; 19). —7; 20). 0;

—6; 14). serd =§;tan6’ = —J§; 15).

ﬁ

21). %; 22). 0; 23). ; 24). 2.; 25). A=4, p—% 26). y=-3sendx; 27).

J'J_

y =tar x; 28). 2; 29). n; 30). y=2cosx; 31). A=5P :én; 32). y=-4cosx;33). %;

34).3; 35). rr 36). y = 3cos%x 37).9, - 7T 39).63°02",40). 13.29 pies#1). 34.64:42).

5894 ; 43). 176.65m; 44). 486.63 pie; 45). h=11515m; 46). 31.46 km; 47).
144659k%; 48).76.97 km49). 174.96 m50). S669010; 51). 77°47";52).5 cm.
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