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 En algunos experimentos, un número de 
cantidades diferentes son medidas.

 Ejemplos:
◦ Señales de voltaje en varios puntos de un circuito 

en un tiempo específico.

◦ Medidas repetidas de cierta cantidad (muestreo) de 
la amplitud de una señal de audio o video que varía 
con el tiempo. 



 Una función asigna un par de números reales 
𝑋(𝜁), 𝑌(𝜁) a cada resultado 𝜁 en el espacio
muestral 𝑆

𝜁

𝑆

𝑿 𝜁 = (𝑋 𝜁 , 𝑌(𝜁))

𝑥

𝑦 𝑅2



 Un experimento aleatorio consiste en
seleccionar el nombre de un estudiante de 
una urna. Sea 𝜁 el resultado de este 
experiemento. Defina las siguientes dos 
funciones:

𝐻 𝜁 = altura del estudiante 𝜁 𝑒𝑛 𝑐𝑒𝑛𝑡í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠

W 𝜁 = peso del estudiante 𝜁 𝑒𝑛 𝑘𝑖𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠

Describa el evento B que representa los 
estudiantes con altura menor o igual a 183 cm 
y peso menor o igual a 82 kg.



 Especifica las probabilidades del evento 𝑋 = 𝑥 ∩
{𝑌 = 𝑦}: 

𝑝𝑋,𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 = 𝑥 ∩ 𝑌 = 𝑦
≜ 𝑃 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦 𝑝𝑎𝑟𝑎 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2

En términos generales,

𝑝𝑋,𝑌 𝑥𝑗 , 𝑦𝑘 = 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑗 ∩ 𝑌 = 𝑦𝑘
≜ 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑗 , 𝑌 = 𝑦𝑘 𝑝𝑎𝑟𝑎 (𝑥𝑗 , 𝑦𝑘) ∈ 𝑆𝑋,𝑌

Cuando un evento “B” es el espacio muestral
completo 𝑆𝑋,𝑌, entonces:



𝑗=1

∞



𝑘=1

∞

𝑝𝑋,𝑌 𝑥𝑗 , 𝑦𝑘 = 1





 Una red de comunicación de paquetes tiene 
dos puertos de entrada y dos de salida. En un 
tiempo específico, un paquete llega a cada 
puerto de entrada con una probabilidad de ½ 
y tiene la misma probabilidad de ser 
destinada al puerto 1 o 2. Sea 𝑋 e 𝑌 el 
número de paquetes destinados para el 
puerto 1 y 2, respectivamente. Encuentre la 
pmf de 𝑋 e 𝑌 y muestre la pmf gráficamente.



𝑝𝑋 𝑥𝑗 = 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑗
= 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑗 , 𝑌 = 𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟 𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜

= 𝑃[{𝑋 = 𝑥𝑗 𝑒 𝑌 = 𝑦1} ∪ {𝑋 = 𝑥𝑗 𝑒 𝑌 = 𝑦2} ∪ ⋯ ]

= σ𝑘=1
∞ 𝑝𝑋,𝑌(𝑥𝑗 , 𝑦𝑘)

De modo similar: 
𝑝𝑌 𝑦𝑘 = 𝑃 𝑌 = 𝑦𝑘

= σ𝑗=1
∞ 𝑝𝑋,𝑌(𝑥𝑗 , 𝑦𝑘)



𝐹𝑋,𝑌 𝑥1, 𝑦1 = 𝑃[𝑋 ≤ 𝑥1, 𝑌 ≤ 𝑦1]

Satisface las siguientes propiedades:

1. Es una función no-decreciente de 𝑥 e 𝑦.

𝐹𝑋,𝑌(𝑥1, 𝑦1) ≤ 𝐹𝑋,𝑌(𝑥2, 𝑦2) si 𝑥1 ≤ 𝑥2 y 𝑦1 ≤ 𝑦2
2. 𝐹𝑋,𝑌 𝑥1,∞ = 0, 𝐹𝑋,𝑌 −∞,𝑦1 = 0,𝐹𝑋,𝑌 ∞,∞ = 1

3. La función de distribución marginal 
acumulativa se obtiene:

𝐹𝑋 𝑥1 = 𝐹𝑋,𝑌(𝑥1,∞) y 𝐹𝑌 𝑦1 = 𝐹𝑋,𝑌(∞, 𝑦1)



4. La CDF conjunta es continua desde el 
“norte” y desde el “este”:

lim
𝑥→𝑎+

𝐹𝑋,𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝐹𝑋,𝑌 𝑎, 𝑦

lim
𝑦→𝑏+

𝐹𝑋,𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝐹𝑋,𝑌 𝑥, 𝑏

5. La probabilidad del rectángulo {𝑥1 < 𝑥 ≤
𝑥2, 𝑦1 < 𝑦 ≤ 𝑦2} está dada por: 𝑃[

]
𝑥1 < 𝑋 ≤

𝑥2, 𝑦1 < 𝑌 ≤ 𝑦2 = 𝐹𝑋,𝑌 𝑥2, 𝑦2 − 𝐹𝑋,𝑌 𝑥2, 𝑦1 -

𝐹𝑋,𝑌 𝑥1, 𝑦2 +𝐹𝑋,𝑌 𝑥1, 𝑦1



 Si 𝑋 e 𝑌 son variables aleatorias discretas
independientes, entonces la función masa de 
probabilidad conjunta es igual al producto de 
la función de masa de probabilidad marginal

𝑝𝑋,𝑌 𝑥𝑗 , 𝑦𝑘 = 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑗 , 𝑌 = 𝑦𝑘

= 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑗 𝑃 𝑌 = 𝑦𝑘

= 𝑝𝑋 𝑥𝑗 𝑝𝑌(𝑦𝑘)



 El valor esperado de 𝑍 = 𝑔(𝑋, 𝑌) se puede
encontrar como:

𝐸 𝑍 =

න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓𝑋,𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑋, 𝑌𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎



𝑖



𝑛

𝑔 𝑥𝑖 , 𝑦𝑛 𝑝𝑋,𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑛 𝑋, 𝑌 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟𝑒𝑡𝑜

Valor esperado de la suma de n variables 
aleatorias:
𝐸 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 = 𝐸 𝑋1 + 𝐸 𝑋2 +⋯+ 𝐸[𝑋𝑛]


