| X. Vibracidon de sistemas continuos

Objetivos:
1. Determinar expresiones para la energia cinética y potencial de
sistemas continuos: barras y vigas.

2. Emplear métodos variacionales para deducir la ecuacion de
movimiento para sistemas continuos, vibracion unidimensional:
barras (axial) y vigas de Bernoulli (lateral).

1. Introduccién

Al momento solo se ha lidiado con sistemas discretos en
donde la masa, el amortiguamiento, y la elasticidad se asume
estan presentes solo en un cierto nimero discreto de puntos
en el sistema. Sin embargo, en muchos casos no es posible
identificar masas discretas, amortiguadores, y resortes. Aqui
debemos considerar distribuciones continuas de las
propiedades del sistema y asumir que una cantidad infinita de
puntos del sistema puede vibrar. Es por esto ultimo que un
sistema continuo también es llamado sistema de infinitos
grados de libertad.

Si un sistema es modelado como uno discreto,
las ecuaciones que gobiernan el movimiento
son ecuaciones diferenciales ordinarias, las
cuales son relativamente faciles de resolver.
Por otra parte, si el sistema es modelado como
uno continuo, las ecuaciones que gobiernan el
movimiento son ecuaciones diferenciales
parciales, las cuales presentan un mayor grado
de dificultad a la hora de ser resueltas.

La eleccidén entre los dos modelos debe ser
efectuada de forma cuidadosa, tomando en
consideracion factores como el propésito del
analisis, la influencia del analisis en el disefio,
y la capacidad y tiempo computacional
disponible.

En general, la ecuacion de frecuencia de un
sistema continuo es una ecuacion trascendente
que lleva a un numero infinito de frecuencias
naturales y modos normales.
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2. Deduccion de energia potencial y cinética para sistemas

continuos: barras y vigas de Bernoulli.

Energia cinética de una barra

La energia cinética de un cuerpo deformable es
determinada al integrar sobre todo el cuerpo, la
energia cinética calculada para un elemento
diferencial. Considere la siguiente barra que sujeta a
vibracién longitudinal.
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u(x,t) u(x+di,t)
dm=pAdx

Aqui u(x,t)es el desplazamiento dependiente
del tiempo de una particula en una seccion
transversal a una determinada distancia x.

El elemento diferencial de masa dm esta dado
entonces por:

dm = pAdx

Donde p es la densidad de la barra, A es el area
de la seccion transversal del elemento, y dx es
la longitud diferencial de elemento.

La energia cinética diferencial dT de la barra
estd dada entonces por:

dT—ld 6u2_1A6u2d
—2%\ o) T2PNoae) &
Lo que al ser integrado sobre todo el dominio da
que:
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2. Deduccion de energia potencial y cinética para sistemas
continuos: barras y vigas de Bernoulli.

Energia cinética de una barra y una deformacién normal &, que en la regién
Ly I\ lineal (ver el siguiente grafico), cumple con la
de =T= f S PA <a_> dx ley de Hooke.
0 t
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Energia potencial de una barra
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La energia potencial en forma de energia de deformacion 3
es almacenada en todo sistema deformable. Considere el o= Ee
sistema de la figura anterior; una barra de longitud L, Cuando el esfuerzo normal maximo es inferior
area de seccion transversal A, que estd hecha de un al esfuerzo de cedencia, una vez la fuerza axial
material cuyo moddulo de elasticidad es E. AqUII una es removida’ la barra regresaré a su estado
carga estatica P es aplicada en el extremo de la barra en original. Esto Gltimo sugiere que el sistema es
direccion axial. Esto Gltimo ocasiona la formacion de un conservativo y que una funcion de energia

esfuerzo normal o potencial existe.
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2. Deduccion de energia potencial y cinética para sistemas

continuos: barras y vigas de Bernoulli.

Enerqgia potencial de una barra

Al ser aplicada la fuerza, una forma de energia potencial,
Ilamada energia de deformacion, es desarrollada en la
barra. Al remover la fuerza, la energia de deformacién se
libera. La energia de deformacion por unidad de
volumen e es el area debajo de la cuerva de esfuerzo-
deformacion.

1
e—zae

Lo cual puede ser re escrito como:
1

e = EESZ
Teniendo presente que la deformacién normal € es el
cambio en longitud por unidad de longitud. Entonces si x
es la coordenada medida a lo largo del eje axial de la
barra y u(x,t) el desplazamiento longitudinal de una
particula desde su posicién inicial, la deformacién
normal estara dada por:

ou

82&

Y consecuentemente:

—1E u 2
e_Z 0x

La expresion anterior al ser multiplicada por
un elemento de volumen diferencial Adx da la
energia de deformacién o potencial diferencial
dV de la barra. Si dicha expresion es integrada
en todo el dominio se encontrara la expresion
para la energia de deformacion total de la
barra.

av =g (o zAd
2 dx x

V—leE ou 2Ad
), 27 \ox *
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2. Deduccion de energia potencial y cinética para sistemas
continuos: barras y vigas de Bernoulli.

Energia cinética de una viga de Bernoulli Para la viga sujeta a carga lateral, mostrada en
la figura anterior, la energia de deformacion
por unidad de volumen puede ser escrita como:

Similar al caso de la barra, si se tiene vibracién lateral
producto de la aplicacién de una carga que ocasiona

flexion en la viga, denotando a w(x,t) como el 1 102
- , , . gy / e =—-0& =—Z-—
desplazamiento, se tendra que la energia cinética esta 2 2 E
dada por: Esto Gltimo claro esta si la viga obedece a la
; le A<6W>2d ley de Hooke.
= = - X , , - . .
0 2P\t De la teoria clasica de vigas (vigas de

Bernoulli) recuerde que el esfuerzo normal en

fixt) un punto de la seccion trasversal varia de
J\m forma lineal de acuerdo con:

/]
Xp— M@y
4 \I/ I
Donde M(x) es el momento flector en esa
w(x, 1) seccidn, I es el segundo momento de érea de la
Energia potencial de una viga de Bernoulli seccion transversal con respecto a su eje neutro,

y vy es la distancia vertical, desde algun punto en
la seccion transversal, medida a partir del eje
neutro.
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2. Deduccion de energia potencial y cinética para sistemas
continuos: barras y vigas de Bernoulli.

Energia potencial de una viga de Bernoulli

Asumiendo deflexiones pequefias, el momento flector
estd relacionado con el desplazamiento transversal o

lateral por:
M = EI 0*w
T 9x2
Por lo tanto:
2
(M(x)J//I) )
e =— = El
2 E 2EI?
_Ey? (0%w 2
€= 2 \ 0x?
Y consecuentemente:

A = «dx
/ L
; 11
— \_XdA
dx
L Ey?(9%w\’
V= — | =) dxdA
LL 2\ 0x?

)
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

La respuesta de un sistema continuo es una funcion de
una 0 mas coordenadas espaciales, al igual que del
tiempo. En general, considere que w(7,t) represente a
respuesta del sistema continuo, donde 7 es el vector
posicion, escrito en términos de sus coordenadas
espaciales, y definido en una region R. El sistema es
unidimensional si 7 es una funcién que depende de una
sola variable espacial (R en este caso es un segmento
finito), bidimensional si 7 depende de dos variables (R es
una superficie que puede ser descrita por un vector
unitario normal a ella y una curva que delimite esa
superficie), y tridimensional si 7 depende de las tres
coordenadas espaciales (R es un volumen en el espacio
delimitado por una superficie cerrada).

La energia cinética y potencial de un sistema continuo
pueden ser escritas como funcionales de la forma:

T = ] f<r,w(r, t>’¥) dR
R

V=jg(?,w(?,t),l7w)dR
R

Donde V es el operador gradiente.

El principio de Hamilton y el principio
extendido de Hamilton son usado para
derivar el problema matematico que debe ser
resuelto para encontrar a w(7, t).

iy
SI=6| (Wp+L)dt=0
t1
Donde L es el lagraniano y W, el trabajo
producto de las fuerzas no conservativas.
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Aqui la variacion w(7,t) es de la forma dw = en(#, t), —> u(xt)
donde n(#t,) =n(7 t,) = 0.

A continuacion consideraremos sistemas
unidimensionales en donde x, 0 < x < L, es la variable
espacial. Aqui la energia cinética y potencial presentan la

siguiente forma:
L
T = Jf(xw(xt) )dx
0
Aplicando el principio de Hamilton se tendra:

ow P t2
gl x,w(x, t),a x SI=6| (L)dt=0

t1

L 2 L 2
Barras _ f 1 (% _ f 1. (ou
=229 L . 2pA 3 dx . 2E o Adx

Considere el sistema mostrado a continuacion.
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Lo ([ oa(2) - [ (%) aa
2° ), 1) P7\ac) T Pax)
Teniendo presente que el orden de variacion e

integracion es intercambiable, y que el orden de
variacion y diferenciacion también es intercambiable, se

tendra al analizar los términos por separado, lo siguiente:
1 (t2 L ou\’ 1 (tzf t ou\’

—1ft2-fL2 (245 (2 x| ar

_2t1_0p ot ot x_

1]t ou
_E_j; j; ZpA(at>a—(6u)dx dt

1 L

Barras

dt =0

a) Primer término a la izquierda.

Integrando por partes f fdg =fg—

jd _ 9 49 =2 (wde
gf'f_at'g_at wat:

f pA\ 6u _ :(6u) <62u> dt)]d
- J pAI <t2(5u) (Z;)dt)l dx

ftzf pA—(Su)dx dt

b) Segundo término a la izquierda.

1 [t fou\® 1 (b L ou\’
) El\— | Adx|dt =—= ES|— | Ad

1 1

dt
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Barras

ftz U <6u> ( ) l Sustituyendo en la expresion original:
Adx|dt ; 2
1 2t Ju L rou
ty Ju\ 0 ESJ JpA(—at> dx—JO E(_ax> Adx
:f U EA(-)—(Su)dxldt
t, Lo dx | 0x

ftzf pA—(6u)dx dt

dt =0

Integrando por partes j fdg =fg—

tz
[ gdf.f = EA(ZY), dg = = (su)dx: B ft [E(L)A(L)$(L' Dou(l,t)
ol o T a o ~ E(0)A(0) 3 (0, 5u(0,
= f EA < ) (6u) f — (EA —> (6u)dx] dt x
ts d0x o Ox 0x

t, | EC(L)ACL) —(L t)ou(L,t) — E(0)A(0) —(O t)ou(0,t) —

f L [ ou dt
ty J;) a(EAa) (Su)dx
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Barras

t2
f [—E(L)A(L) a—u (L, t)éu(L,t) + E(0)A(0) a—u (0,t)6u(0,t)|dt +
t 0x 0x

]tZJL 9 (a2 _ a2 5wyt = 0
o o [0x\ " ox) T P ez | O S

En vista de que du = en(x,t), y que n(x,t) es una funcion
arbitraria, para que se cumpla la igualdad anterior se debe
garantizar lo siguiente:

0 EAau Aazu_o
ax\"ox) Piorz T

E(L)A(L)Z_Z(L’ t)ou(L,t) =0

E(0)A(0) 3—7; (0,)é6u(0,t) =0

Las dos ultimas expresiones anteriores llevan
a las condiciones de frontera.

Aqui para que la primera se cumpla Z—Z (L,t) o
du(L,t) deben ser iguales a cero (suponiendo
que E(L) # 0,A(L) # 0). Para este caso en
particular como la barra esta libre en su
extremo Sdu(L,t) no puede ser igual a cero y

d
consecuentemente i (L, t) = 0.
En el caso de la segunda expresion al estar

empotrada la barra du(L,t) =0, ya que
u(L,t) = 0.
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Barras

Lo anterior nos permite ver que hay condiciones de frontera
producto de que se deben satisfacer las restricciones en las
fronteras (condiciones de frontera geomeétricas) y otras
condiciones que ocurren naturalmente producto de la
formulacion del problema (condiciones de frontera
naturales).

Vigas de Bernoulli

Para ejemplificar el uso del principio de Hamilton en la
formulacion del problema de vibracion lateral en vigas, se
considerara el caso en donde un extremo esta empotrado y el
otro libre.

Aplicando el principio de Hamilton se tendra:

[
ol =6 (L)dt=0

ty

L—le 4 ow zd jLE 9%w 21d
~ ), 2P\ ae ) T, 2\axz ) '
t2| L ow\> L 792w\?

Teniendo presente que el orden de variacion e
integracion es intercambiable, y que el orden
de variacion y diferenciacion también es
intercambiable se tendra al analizar los
términos por separado, lo siguiente:

15
2

51

a) Primer término a la izquierda. Anélogo al
caso de la barra:

15
2

J- ’
%1

L ow 2 t, L aZW
LpA<E> dx dt——jt1 .[0 pAW(Sw)dxdt
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Vigas de Bernoulli

b) Segundo término a la izquierda:

L 92w\ 1t
LE<W> 1dx]dt=zjt

1 t2
=0
2 Ji,

1 JO LEI(S((;Zl,:)de]dt
-5, [ 2 () (5 o

-J 1, o) e

Integrando por partesjfdg =fg9— j gaf,
d2%(6w)

f=E1(5%),dg = 22 .

(G5, L (R (5) o«

t1

Integrando nuevamente por partes j fdg =fg -
9
[ gdf,f = (EI—) dg = (85%) dx:

2] 732w\ /[ aw\]"
(oo

1 L

LrL o 02w ow

1 L

_ftz AT i T g3 (8 )L
B 0x2 0x o 0x 0x2 W o

fttz U ax? < ! —> (6w)dxl dt

Sustituyendo en la expresion original:

dt +
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Vigas de Bernoulli
L aw\? L /92w\°
j()pA(E> dx—jo E(W) ldx|dt =0
s
j ij—(é‘W)dxdt
& 2w\ [ ow\]" 9 az
1 0
P22 (522 (swyda] ae = o
[ g o ’“l =

1 t2
=0
2

t1

dt+

dt +

dt +

|
[ |(poro%s

E(O)I(O) — (0 t)) <5?3_‘:; (0, t))
I

(a 1— (L, t)) ow(L, t)] dt —
d0x

0
f ( EI— (0, t)) ow(0, t)] dt —
e, |\0x

2 0w ow

ol (E (I 5z 0) (65 @ t)>
ty

t L ZW az 62W

ftl fo lPA EY) + EP (EI 6x2>l (bw)dxdt =0

i
2
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Vigas de Bernoulli

En vista de que dw = en(x, t), y que n(x, t) es una funcion
arbitraria, para que se cumpla la igualdad anterior se debe
garantizar lo siguiente:

0%w
6t2 <EI 6x2>
( J(o500)-
E(L)I(L) (L Hll6—(L,¢t) | =
0x
( J(e50)
E(O)I(O) (O ) ||6=—(,¢t) | =
0x
(o) o)
EI— (L,t) |sw(L,t) =0
d0x

0 d%w
<a (EI W) (O, t)) 5W(O, t) =0

Las cuatro Gltimas expresiones anteriores llevan
a las condiciones de frontera.

Para este caso en particular como la barra esta
empotrada en su extremo izquierdo y libre en su
extremo derecho:

dw(0,t) = 0 & w(0,t) = 0 (desplazamiento cero)

§—(0,t) |=0—(0,t) =0 diente cer
, ) (pendiente cero)

15
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3. Deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
movimiento para sistemas continuos, vibracion
unidimensional: barras (axial) y vigas de Bernoulli
(lateral).

Vigas de Bernoulli

02w
(E(L)I(L) £ (L, t)) = 0 (momento flector cero)

" (512%) 1,6y ) = 0 (cortant
I 722 , = 0 (cortante cero)




