VIII. Determinacion de frecuencias
naturales y formas modales

Objetivos:

1. Comprender como emplear el método de Rayleigh para estimar
la frecuencia natural fundamental de un sistema de mdaltiples
grados de libertad.

2. Presentar el problema estandar de eigen valores para cuando la
matriz [D] es simétrica.

1. Introduccién

En la clase anterior, las frecuencias naturales (eigen valores)
de un sistema de multiples grados de libertad fueron
encontradas al igualar a cero el determinante de la ecuacion
caracteristica. Aunque este es un método exacto, la
expansion del determinante de la ecuacion caracteristicay la
solucion de dicho polinomio de grado n, para obtener las
frecuencias naturales, puede convertirse en un proceso
tedioso para valores grandes de n.

Existen varios métodos numéricos y analiticos que han sido
desarrollados para determinar las frecuencias naturales y los
modos de sistemas de maltiples grados de libertad.

Aqui consideraremos el método de Rayleigh
para estimar la frecuencia natural
fundamental.

2. Método Rayleigh

El método de Rayleigh se basa en el principio
de Rayleigh: “La frecuencia de vibracion de
un sistema vibratorio conservativo sobre una
posicion de equilibrio tiene un valor
estacionario en el vecindario de un modo
natural. Este valor estacionario, es de hecho,
un valor minimo en el vecindario del modo
natural fundamental.

Considere las expresiones de energia cinética
y potencial de un sistema discreto de n grados
de libertad en forma matricial:

1
V= E _)T[k]Q_C)

xT[m]x

N =

T =
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2. Método Rayleigh

Para encontrar las frecuencias naturales del sistema
conservativo, asumiremos movimiento harmonico:

% = X cos wt
Donde X denota al vector de amplitudes (modos de

amplitudes) y w representa la frecuencia natural de
vibracion. Al ser el sistema conservativo:

d(E.C.+E.P.)
T =0->E.C.+E.P.= constante
Consecuentemente:
Viax = Tmax
1 1
2 XT[k]x = =xT[m]x

Aqui el término de la derecha se conoce como
coeficiente de Rayleigh y es denotado como R()?).

Propiedades del coeficiente de Rayleigh

R()?) tiene un valor estacionario cuando el
vector arbitrario X esta en el vecindario de
cualquier eigen valor X(™. Para probar esto,
expresaremos el vector arbitrario X en

términos de los modos normales del sistema
X0
X = XD 4, @ 4oy X
Por lo tanto:
XT[k]X = clz)?(l)T[k]}?(D + sz)?(z)T[kﬁ(z) 4o

Ya que producto de la ortogonalidad de los
modos, cuando i # j:

FOT XD = XD [K]XD = 0
De igual forma:
= = - T - - T -
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2. Método Rayleigh
Propiedades del coeficiente de Rayleigh

2
- 2 C
Consecuentemente: 0262 + 62 Sicts (?) ;2
NS - >onT - 2 — p(y) — L£T
w120, XD [mIXD + 0,2¢,2X@ " [m]X@ + ... w”=R(X) = 3 3 : o2
= ¢ 28D [K]XD 4,28 [K]XD + ... &t 2532,-- (?)
Lo que puede ser remplazado en el 2 AV
. . . wp° + Y12, | 27 | i
coeficiente de Rayleigh ) > i1 r
w°=RX) = 2
, w02 RO mIRD 4 0,26,28@  [m]RD 1 .. 1+ Y1, (ﬁ)
w" = R(X) = T N T N i#r r
c2XD TmIXD + ¢,2X@ " [mIX@ + ... i
1 [m] 2 [m] En vista de que |¢;/ ¢, | = &; < 1, donde ¢;
Si lo modos normales son normalizados es un numero pequefio para todo i # r se
)?(i)T[m])?(i) = [1]: tendra que:
2 2 > 2 Ciz wiz
5 S wi%c;” + wy%cy? + o w*=RX) 2w |1+ Z — 5
w”=R(X) = 2 2 <13\ @r
14+ %+ - i
Si el vector arbitrario X difiere poco del eigen vector Si se define que:
X el coeficiente ¢, serd mucho mayor que el resto de 02\ .2
- - . =7 - ’ l l —
los coeficientes c; (i # r) y la expresion anterior podria Z <ﬁ> w2 0(e*)
i=1,2,. > | T

ser re escrita como: ity
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Propiedades del coeficiente de Rayleigh

En donde 0(£?) representa una expresion en & de
segundo orden; y el coeficiente de Rayleigh sera
entonces aproximadamente igual a:

R(X) = w,2[1+ 0(e2)]

Esta ecuacion indica que si un vector arbitrario X difiere
del eigen vector X por una pequefia cantidad de

primer orden, R()?) difiere del eigen valor w,-2 por una
pequeiia cantidad de segundo orden. Esto significa que
el coeficiente de Rayleigh tiene un valor estacionario en
el vecindario de un eigen vector.

Este valor estacionario es un minimo del valor en el
vecindario del modo fundamental, de acuerdo con el
principio de Rayleigh.

El coeficiente de Rayleigh se puede emplear para
encontrar el valor aproximado de la primera frecuencia
natural w, del sistema.

Para esto, se selecciona un vector de prueba X
que represente el primer modo natural XV y
se sustituye en el coeficiente de Rayleigh lo
que dara un valor aproximado de w, 2.
Producto de que este coeficiente es
estacionario, muy buenas estimaciones para
w42 se pueden obtener incluso si el vector de
prueba difiere considerablemente de X,

Vea el ejemplo 7.2 del libro de texto.

Frecuencia fundamental de vigas v ejes

Aungue el procedimiento mostrado
previamente es aplicable a todos los sistemas
discretos, una ecuacion mas simple puede ser
derivada para la frecuencia fundamental de la
vibracién lateral de la viga o del eje que
soporta varias masas como poleas o engranes.
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2. Método Rayleigh

Frecuencia fundamental de vigas vy ejes

En estos casos, la curva de deflexion estatica es usada
como una aproximacién de la curva de deflexién
dinamica.

Considere un eje cargando varias masas tal como se
observa en la siguiente figura.

"y

s
n, -

~ -~
~ P
s> -

~ 1

~ ]

~
~

-~

-~

-~

~—

DE— | 8 I Iy
El eje se asume tiene masa despreciable.

La energia potencial del sistema es la energia de
deformacion del eje que se esté flexionando, la cual sera
igual al trabajo hecho por las cargas estaticas m; g:

1
VMmax = E(ngWl + mygw, + )

Donde w; es la deflexion estéatica total de la
masa producto de las cargas m, g. Para
sistemas conservativos en vibracion libre, la
energia cinética maxima producto de las masas
esta dada por:

2
w
Trmax = 7(7711W12 +myw,? + 1)

Donde w es la frecuencia de oscilacion. Al
igualar la energia cinética y potencial maxima
se obtiene que:

1/2
_ | gtmaw; + mow, + )

w2 + mywy? + )

Vea el ejemplo 7.3 del libro de texto.
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3. Problema estandar de eigen valores

En la clase anterior, el problema de valores
caracteristicos fue expresado como:

[[k] — w?[m]]X = 0

Lo cual puede ser re escrito en la forma estandar del
problema de eigen valores:

A[NX = [D1X

Donde [I] es la matriz identidad, A =1/_,, y [D] =
[k]~*[m] = [a][m] es la matriz dindmica.

En general, la matriz [D] es no simétrica, a pesar de que
las matrices [k] y [m] si son simétricas. Producto de
esto, el método de Jacobi (ver seccion 7.6 del libro de
texto) no es aplicable a menos de que se logre derivar
una matriz simétrica [D].

Asumiendo que la matriz [k] es simétrica y positiva, se
puede emplear la descomposicion de Choleski y
expresar [k] como:

Donde [U] es una matriz triangular superior.
Utilizando esta relacion, el problema de eigen
valores puede ser expresado como:

AUIT[UIX = [m]X
Multiplicando a ambos lados por ([U]7)~1:
AUTTIUIX (U]t = [m]X (U] !
AUIX = [m]X (U]~ = [m]X (U]~ [U][U]
Definiendo al vector ¥ = [U]X se tendra que:
AY = [m]Y ([]") ]

]
Recordando que [D] = [k]~1[m] y observando
]—1

[
que [k]™* = ([UID~'[U

1Y = [D]Y

Por lo que [D] = ([U]") Y [U]"[m].

Una vez se obtiene Y, X se determinar de la
siguiente forma:

X =Y[Uu]?
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Descomposicion de Choleski

Cualquier matriz simétrica y positiva [A] de orden n X

n puede ser descompuesta de la siguiente forma:
[A] = [U]"[U]

Donde [U] es una matriz triangular superior dada por:

Ugp Uz Uz ... Ui
0 Uz Ugzs Uzn
[U]l=]| 0 0 Uss Uzn
0 0 0 = Upn
Aqui:
alj
_ 1/2 = .
uy; = (ag4) / Ugj = 0. j=23,..,n
11
i-1 1/2
Ui = | Qi — Z Upi 2 , i=23..,n
k=1

=1

i—
1
ui}- = u—(al] —Zukiukj>, i = 2,3,...,an =i+ 1,l + 2,
(43
k

ul-]-=0, l>]

Con respecto a la inversa de la matriz [U], si
denotamos a los elementos de la dicha matriz
como a;;, a partir de la relacién [U][U]™* =
[1] se tendra que:

j
1 —1 oy
Qjj = — Qijj = — Z Uik Akj | 1<]J
Wii Wi \ 534
al-j = 0, [ >j
Esta matriz [U]™! también serd una matriz

triangular superior.

Vea el ejemplo 7.7 de su libro de texto.



