V. Vibracion bajo condiciones
forzadas generales

Objetivos: 2. Respuesta bajo una fuerza
1. Reconocer que existen excitaciones periodicas no harmonicas y periddica general
no periddicas.

2. Analizar la respuesta de un sistema de primer y de segundo Cuando una fuerza externa F(t) es

orden bajo una fuerza periédica general. periddica con un periodo T = 27/ w,

3. Analizar la respuesta de un sistema de segundo orden bajo una esta puede ser expandida por medio de

4. Describir el método de transformada de Laplace para resolver = =

la ecuacion de movimiento ante una fuerza de excitacion _ag _ o

arbitraria, la cual puede ser no periédica. FO=—+ 2 a; cos jwt + z bj sin jwt
j=1 j=1

Donde

HP4 2w/ w T
1. Introduccion a :gf / FO)dt :gf FO)dt
Muchos sistemas estan sujetos a diferentes tipos de excitacion ™o tJo
gue no son harménicas. Dichas funciones pueden ser W 2m/w . 2t .
periddicas o no periddicas. Ejemplos de fuerzas no periddicas 4= Fjo FD) cosjotde = ?fo FO) cosjot dt
incluyen fuerzas repentinas constantes (fuerzas tipo escalon), w (2o 2 T
fuerzas lineales (fuerzas tipo rampa), y fuerzas que varian de b; = p fo F(t) sinjwt dt = - fo F(t) sinjwt dt

forma exponencial.
Aquij=123,..



V. Vibracion bajo condiciones
forzadas generales

2. Respuesta bajo una fuerza periddica general

A continuacion se consideraran tanto sistemas de primer orden
(sistemas de masa despreciable) como sistemas de segundo
orden.

Sistemas de primer orden

Rigid bar
(no mass)

F(r) x(1)

Rigid bar __ T | T
Rigid bar (no mass) 7
(no mass)
k e
7
cx+ kx= ky(r) cx+ kx= f1)

(a) (b)
Considere el sistema resorte-amortiguador sujeto a una
excitacion periodica en el punto A tal como se observa en la
figura (a). Aqui la ecuacién de movimiento del sistema en el
punto B estaria dada por:

—kx+ky—cx=mx=0
ky = cx + kx
ay =x + ax

Donde a = k/c. Si y(t) es una excitacion
periddica descrita por

[oe]

y(t) = 70 z a; cos jwt + Z bj sin jwt

j= 1

ay(t) = T Z aaj cos jwt + Z ab; sin jwt

ay(t) = Ay + Z Aj cos jwt + Z B; sin jwt

Donde: 4y = aa,/2, Aj = aaj, B; = ab;



V. Vibracion bajo condiciones
forzadas generales

2. Respuesta bajo una fuerza periddica general

Sistemas de primer orden

Por lo tanto la ecuacion diferencial podria re escribirse como
Ao +ZAjcosjwt +ZBjsinja)t =x+ax
j=1 j=1

Puede observarse que el lado izquierdo de la ecuacién de
movimiento consiste de una constante mas la suma lineal de
funciones harmonicas. Y la solucion particular o en estado
estable puede ser encontrada por medio del principio de
superposicion, al suponer que dicha solucion corresponde a la
suma de las soluciones en estado estable correspondiente a
cada uno de los términos individuales presentes en el lado
izquierdo.

La solucion asociada al término constante seria

AO = 5(0 +aX0

. A .
Suponiendo que x,(t) = 7" se encuentra que efectivamente
se satisface la ecuacion diferencial.

Ay =a—
0 a

La solucidn asociada al término senoidal
seria

Bjsinjwt = x;p + ax;p
Suponiendo que Xjp =
Xjpsinj(wt — ¢p), donde X;p Yy
¢ son constantes por determinar.

La solucidn supuesta es igual a la parte
imaginaria de la siguiente solucion
compleja
x5 = Im[X; peiU@t=98)] = Im[X; gelUwD e =ilids)]
Xjp = Im[Uj,BeiU“)f)]

Donde: i =V—1,y Ujp = X; ge~1U%8)



V. Vibracion bajo condiciones
forzadas generales

2. Respuesta bajo una fuerza periddica general

Sistemas de primer orden

Derivando la expresién anterior
%5 = Im[i(jw)U; getU®D)]

Expresando la fuerza de excitacion en forma compleja, la
ecuacion diferencial podria re escribirse como (aqui recuerde
que solo nos interesa la parte imaginaria de la solucién
producto de la forma para x; g que ha sido supuesta)

Im[B;e'U%D] = %; 5 + ax;
Bjei(jwt) — i(ja))Uj'Bei(jwt) + an'Bei(jwt)

Bj = [l(]a)) + a]Uj,B

U=
B 1 a—i(jw)
Uis = B <a T i(jw)> (a = i(jw))

a (jw)

B a—i(jw)\ B;
=855 07) T

JaZ+ Ga)Z i\/az + (jw)?

|

B; Bje—i(j¢3)
U p = ————cos j¢p — i sin jpp] = e
J:B Ja? + (jw)? g g Jaz+ (jw)?

w
jép =tan™! (%)
Recordando que
Ujp = X; pe~iU98)
Entonces
Bje~iUts)

= X, ge~lU%D)

B;

JaZ + (w)?

. _(Jw
e
jos an a

Xjp =
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2. Respuesta bajo una fuerza periddica general

Sistemas de primer orden

Por ultimo, la solucién asociada al término cosenoidal seria
Aj cosjwt = xj 4 + axj 4

Suponiendo que x; 4 = Xj 4 cos j(wt — ¢4), donde X; 4 Y ¢,

son constantes por determinar. Siguiendo un procedimiento

analogo al seguido al considerar el término senoidal se
tendria

A:
_ ]
Xj

AT Ja?z + (jw)?
. 4 (Jw
ja = tan™? (z)

Por lo tanto la solucién particular completa para el sistema de
primer orden seria

xp(t) = x0(t) + xjp(£) + x]-,A(t)

A — A; o)
x,(t) = =24 Z —]_cos (jwt —tan~! (J—)) +
@ e+ (jw)? a

Lsin (ja)t —tan™! (]_(u))
j=1w/a2 + (jw)? a

Una vez se encuentra la solucion particular x, (¢t),
se determina la solucién homogénea x;, (t),
teniendo presente la condicion inicial x(0) = x, y
recordando que

x(t) = xp(t) + x,(0)

Para mas detalles vea por favor la seccion 4.2.1 de
su libro de texto
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2. Respuesta bajo una fuerza periddica general

Sistemas de sequndo orden

Rigid bar .
(no mass) l
o)
1 (f) f\g W1)
m 7717 m —‘
x(t)
L8 e k=
77 T T

mi+ cx+ kx= ft) mi+ ci+ kx= kwr)

(a) (b)

Considere el sistema masa-resorte-amortiguador sujeto a una
excitacion periddica f (t), figura (a). Aqui la ecuacion de
movimiento del sistema estaria dada por

mix + cx + kx = f(t)
Si f(t) es una funcion periodica que se puede expandir en
serie de Fourier de la forma

a
f(t)=7O+Zajcosja)t+2bjsinja)t

j=1 j=1

Entonces la ecuacién diferencial resultante
estaria dada por

mX + cx + kx =%+Zajcosjwt+zbjsinjwt
j=1 j=1
Empleando el principio de superposicion, la
solucion particular de esta ecuacion, estaria
dada por la suma de las soluciones
particulares del siguiente grupo de
ecuaciones no homogéneas

. . o
mx+cx+kx=?

mX + c¢x + kx = aj cos jwt

mX + cx + kx = b; sin jwt
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2. Respuesta bajo una fuerza periddica general

Sistemas de sequndo orden

Las cuéles pueden ser resueltas siguiendo un procedimiento
analogo al usado en los sistemas de primer orden. Por lo
tanto la solucién particular estaria dada por

_ Qg = (aj/k) ) _ 2{jr
x,(t) = ok + ;\/(1 e CE Gy cos (]wt —tan~! <1 —j2r2>> +
z (bj/k) sin (ja)t —tan™? ( 25].: 2>>
=222 + (2¢r)? L=jr

c

Donde ¢ =

o T = w/wy,.

Aqui si jw = w,,, para algin valor de j, se tendra en dicho
punto la mayor amplitud x,(t) del sistema amortiguado.
Puede observarse que a medida que j — oo los coeficientes
tienden a cero y por lo tanto basta con evaluar los primeros
términos de la serie para obtener una resultado con precision
razonable.

3. Respuesta bajo una fuerza periddica irregular

En algunos casos, las fuerzas actuando
sobre un sistema pueden ser periodicas pero
bastante irregulares y no pueden ser
determinadas mas que de forma
experimental. Ejemplos de dichos tipos de
fuerzas que se inducen sobre un sistema,
son la fuerza del viento o los movimientos
sismicos.

En tales casos, las fuerzas estaran
disponibles en forma gréafica, y solo para
algunos ciertos puntos discretos de tiempo
ti,ty, ..., ty . En todos estos casos, es
posible encontrar los coeficientes de la serie
de Fourier que representa a F(t) por medio
de métodos de integracion numeérica
(método del trapecio, reglas de Simpson,
etc).
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3. Respuesta bajo una fuerza periddica irregular

Método de los trapecios

El area limitada por una curva CD se calcula dividiendo la
proyeccion MN de la curva en un numero cualquiera de
partes iguales separadas por un intervalo fijo (a). Una vez
realizada la division se levantan perpendiculares por los
puntos de division y la figura queda dividida en trapecios
curvilineos, cuyas areas son aproximadamente iguales a la de
los trapecios rectilineos correspondientes. El area total es la
suma de todos ellos.

L

Sa
S

Yo Y1 Y2 bE LA ¥s

o

Como se puede observar las areas (S;)
consisten en un trapecio compuesto por un
rectdngulo de altura y; , y un triangulo de
altura y; ., — y;. Para ambos la base tiene
un valor de a de acuerdo con la figura
anterior.

El area por lo tanto se calcularia como

Yi+1 — Yi)] — ()’i+1 + Yi)

Si=a[yl-+( > >

MN , .
Donde a = —— aqui MN se refiere a la

longitud total de la seccion de interés en la
curva, y n al namero de divisiones que se
desean obtener.
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3. Respuesta bajo una fuerza periddica irregular

Método de los trapecios

Considere ahora la fuerza irregular presentada en el
grafico mostrado a continuacion, donde F;, F,, ... Fy
representa el valor de F(t) en ti,ty ..ty ,
respectivamente, donde N denota la cantidad de
puntos pares equidistantes ( N =1,2,3.. )
considerados en el periodo de la fuerza irregular T =
NAt.

!
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i=1

N-—
2 |F Z
=y 2

i=1

2 T
a; =—f F(t) cos jwt dt
TJo

N-1
2 Fy 2m 2r Fy (2r
ajz;(At) — cos ]71:0 +ZFicos ]Tti +7c031 7tN
i=

_2|F 2jmt, 2jmt; Fy 2ty
aj:N 2cos< . )+ZFl-cos< . +2cos .

T
b; = —f F(t) sinjwt dt

F, 2 ~ (2t \ Fy (21
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3. Respuesta bajo una fuerza periddica irregular Existen diferentes métodos que pueden ser
utilizados para determinar la respuesta de

o _ _ un sistema a una excitacion arbitraria.
Una vez los coeficientes de la series de Fourier de F(t) son Algunos de estos métodos son los
conocidos, la respuesta en estado estable del sistema puede

ser encontrada por medio de

Método de los trapecios

siguientes:

- _ 1. Representacion de la excitacion por
1, (£) = o Z (a;/k) oS <jwt — tan-1 < 2 >> " medio de una integral de Fourier.
Jj=1

2k © L [ =222 + (241)? 1—j%r? _ _
2. Resolucion por medio del método de

C bi/k 2¢j : -
z (b/k) sin(ja)t—tan"1< (]Zr 2>> integral de convolucion.
=222 + (2¢r)? L=y

3. Resolucion por medio del método de

Donde transformada de Laplace.

_27r

T 4. Resolucion de la ecuacién diferencial por

- TWy . , . e ‘-
medio de metodos de integracion numérica.

4. Respuesta bajo una fuerza no periodica
De los métodos anteriores solo
discutiremos el método de transformada de
Laplace. Si desea comprender el método de
integral de convolucion puede referirse a la
seccion 4.5 de su libro de texto.

Cuando la fuerza de excitacién F(t) es no periodica, se
requiere de algiin método diferente a la expansion en series
de Fourier para calcular la respuesta del sistema.
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4. Respuesta bajo una fuerza no periodica

Recuerde que al final del capitulo 3 se presentd el
procedimiento general para resolver la ecuacién diferencial
de un sistema de un grado de libertad con amortiguamiento
ViSCOs0 sujeto a una excitacion arbitraria F(t) por medio de
la transformada y la transformada inversa de Laplace.

Sin embargo, en terminos generales, la aplicacion del método
de transformada de Laplace para encontrar la respuesta de un
sistema (de cualquier orden) basicamente involucra los
siguientes pasos:

1. Escribir la ecuacion de movimiento del sistema.

2. Transformar cada término de la ecuacién, usando las
condiciones iniciales conocidas.

3. Resolver la ecuacion algebraica resultante para la
respuesta del sistema en el dominio de la frecuencia (aqui se
emplean fracciones parciales).

4. Obtener la solucion deseada (respuesta) al usar la
transformada de Laplace inversa.

Aqui en la solucidn general se tendra tanto
la respuesta en estado transitorio como en
estado estable. La respuesta en estado
transitorio es aquella parte de la solucion
asociada a las condiciones iniciales y que se
desvanece con el tiempo, mientras que la de
estado transitorio es aquella que esta
asociada a la fuerza de excitacion externa
arbitraria (dicha respuesta puede ser
encontrada imponiendo condiciones
iniciales iguales a cero).
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4. Respuesta bajo una fuerza no periodica

Valor inicial y valor de estado estable de la respuesta

-Valor inicial de la respuesta: Si la respuesta o solucion de un Un ejemplo de lo anterior puede ser visto al
sistema es conocida en el dominio del tiempo, el valor inicial analizar la respuesta en estado estable de un

de la respuesta, x(0), puede ser determinado al evaluar la sistema de primer orden, a una funcién impulso
respuesta en t = 0. Si la respuesta del sistema es conocidaen  unitario §(t):
el dominio de la frecuencia, el valor inicial puede ser

_ or cx + kx = 8(t)

encontrada a partir del teorema de valor inicial: ,
X+ ax =F§(t)
x(t=0) = lim[sX(s
( ) S*°°[ ()] Dondea =k/c,F =1/c.

-Valor de la respuesta en estado estable: Si la respuesta de un L{x + ax} = L{F5 ()}
sistema es conocida en el dominio del tiempo, el yalor de la sX(s) = x(0) + ax(s) = F
respuesta en estado estable x, puede ser determinado al
tomar el Iimite de la respuesta cuando ¢ — co. Si la respuesta ~ >ea ¥(0) =0
del sistema esta dada en el domino de la frecuencia, el valor X(s) =
en estado estable puede ser encontrado por medio del sta
teorema del valor final, al tomar el limite de la respuesta en L7HX(s)) = £ {S i a}

el dominio de la frecuencia cuando s — 0.
x(t) = Fe™ %t
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4. Respuesta bajo una fuerza no periodica

Valor inicial y valor de estado estable de la respuesta

Valor inicial de la respuesta: La aplicacién de la transformada de Laplace
x(t=0)=F para sistemas de primer y segundo orden bajo
_ diferentes funciones de excitacion no periodicas
O bien puede apreciarla en la seccién 4.7 de su libro de
Fs texto.
sX(s) =
st+a

=F

x(t=0)= Sli_)rglo[sX(s)] = lim

s—00

a
14-;

Valor de la respuesta en estado estable:

Xos = tlLrg x(t) = tlLrglo[Fe_at] =0

a
1+5

O bien

Xss = lim[sX(s)] = lim =0

s—0 s—0




