!'_ Casos especiales de la P. L.



i Programacion Lineal Entera

= Un modelo de programacion lineal que
no acepta soluciones fraccionales.

= En este caso, la formulacion es similar a
la de un problema general de
programacion lineal, pero con la
restriccion de que:
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= Pueden ser de diferentes tipos:
= Soluciones enteras
= Soluciones binarias (0, 1)
= Soluciones mixtas
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Solucion

= Relajacion: suponer que el modelo no tiene
restricciones de integralidad en la solucion en
la solucion

En este caso la solucion general contendra todas
las posibles soluciones enteras

Es la mejor solucion que se pueda obtener y
cualquier solucion entera no podra ser mejor que
ésta

La solucion puede ser una aproximacion por
redondeo

Puede que no sea factible y seguramente no sera
optima.
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i Rama y Acotamiento :m;;
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Introducido originalmente por Land y Doig en
1960

Consiste en un proceso de busqueda secuencial

Enumera implicitamente la mayoria de las posibles
soluciones del problema que se esta resolviendo

Divide el conjunto de posible soluciones en
subconjuntos

Para cada subconjunto, tanto los limites de la

= funcion objetivo como el criterio de factibilidad se
‘sautilizan como criterios para limitar la solucion
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Algoritmo general

. Encontrar un limite maximo de la funcion objetivo,
dado por la solucion optima relajada.

. Definir dos subconjuntos tales que
d+1<x,=d

donde d es una constante definida por el entero

menor de la solucion para x,

. Para cada solucion defina una nueva solucion optima.

Un subconjunto podra ser eliminado del proceso si:
- Su solucidn no es factible
- Existe una mejor solucion

El proceso se detiene cuando se encuentra una

solucion optima donde las variables de decision sean
enteras.
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i Ejemplo

= Se tiene el siguiente problema
Max.: X = 4x; + 11X,

Sujeto a:
2X; — X, < 4
2X; + 5%, £ 16
-X; + 2%, < 4

€%1Y X, 2 0y enteras
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02-21-2006 | Decision|  Lower Upper | Solution | Yariable
13:46:54 | Yariable Bound Bound | VYalue | Type | Status
LA 0 M 1.3333 | Integer No
X2 0 M 2.6667 | Integer No ;‘_r,NQL'DG;
Curient OBJ(Masinize) = 346667 >= ZL= M Noninteger 59“ = Q-r%
g -]
=
X{ 22 X;<1 2 ;
e 10, 0
= - - 02-21-2006 | Decision Lower Upper | Solution | Yanable
02-21-2006 | Decision|  Lower Upper | Solution | Yariable BN -
13:47:48 | Vaniable Bound Bound | Value | Type | Status AL | o L e i Sl |1 il
s X 2 0000 M 2000 Ineger  Yes 1 21 0 1.0000  1.0000  Integer  Yes
7 | % 0 M 24000 Integer No 2 A2 0 M__ | 25000 | Integer | MNo
Imi = = = 11
Carent OBJ(Maxinize) = 344000 >= ZL= M Nodinteger Current  0BJ[Maximize] = 31.5000 | <= ZL = 34.0000 Mot betted!

X, < 2

X, > 3

02-21-2006 | Decision | Lower | Upper | Solution |Variable 02-21-2006 | Decision|  Lower Upper | Solution | Yariable
13:48:58 |Variable | Bound [Bound| Value | Type |Status 13:43:54 | Variable |  Bound Bound | Value | Type Status
i ¥i (20000 M Integer 1 ¥l 2.0000 M 3.0000 | Integer Yes
2 xz 3[“]["] H IﬂlBgEl 2 X2 0 2.0000 2.0000 |I'It8g8l Yes
This node s infeasible 1 Current OBJ[Maximize] = 34.0000 >= ZL= M | Mew incumbent
13:54:22 Tuesday | February 21 2006
Decision ;| Solution  Unit Cost or Total Reduced = Basis
| - Wariable | Value Profit cfj] ' Contribution Cost Status
1] =1 3.0000 4.0000 12.0000 1] basic
z x2 2.0000 11.0000 220000 i} basic
ri : Objective  Function [Max] = 340000
# -— by | Left Hand Right Hand Slack Shadow
- A b | Constraint Side Direction Side or Surplus | Price
“ YT - | o 4.0000 <= 4.0000 0 2.0000
=iy 2] c2 16.0000 {= 16.0000 1] 0
El Cc3 1.0000 €= 40000 3.0000 1]
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i Analisis de Datos por Envolvente (DEBH‘;

= Tiene como objetivo comparar
eficiencias productivas en Unidades de
Decision (DMU)

= La comparacion se hace en funcion al

uso de insumos de manera optima
creando una unidad eficiente ideal
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Eficiencia de Paretto - Koopman X
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1981 o

= Una unidad de decision (DMU) no es eficiente
al producir sus bienes o0 servicios (a partir de
una cantidad de insumos) si se puede
demostrar que una redistribucion de sus
recursos resultaria en una igual produccion
con una utilizacion menor de sus insumos y
sin el uso de ningun recurso adicional. Por el
contrario, la firma sera eficiente si esto no es
posible
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f,‘f,mﬂ%;
i La funcion de produccion eficienté@‘g

De acuerdo a Farrell, la funcion de
produccion:

= Yo = NY1r Yor oo Ym)= F(Xps Xge ooy Xi)
Es eficiente, si cualquier otro vector Y,
produce los mismos elementos de tal
manera que

s Y, <Y, VY, X

- Y, es factible si esto es posible
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LRI,

-,
Caracteristicas de la funcién eficiefte:

sConvexidad: Esta compuesta de segmentos de linea
que unen ciertos pares de puntos escogidos de un
conjunto de puntos (0, «); (o0, 0)... que satisfaga dos
condiciones:

= Que su pendiente no sea positiva

= Que ningun punto observado se encuentre entre la funcion y

SuU origen

=sRetornos constantes a escala: Un aumento
gdisminuciong en insumos, denera un aumento
disminucion) en la produccion

Estas condiciones garantizan que si dos puntos son
. posibles en la practica, entonces lo sera cualquier punto
#w0btenido del promedio ponderado de los anteriores.
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Fol e
i Ejemplo @;

= Tres unidades de decision (DMUSs) utilizan dos
iINSUMOS X, Yy X, para producir un producto y tal
que:

DMU| vy X;y | X,
15 | 6
12 | 4
3 |20 | 10 | 8
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| | £y
Niveles normalizados de Insumo *:™s,

1 6/15 = 0.400 2/15 = 0.133
2 4/12 = 0.333 5/12 = 0.417
3 10/20 = 0.500 8/20 = 0.400

Sy,

H. R. Alvarez A., Ph. D. 14
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i Formulacion del DEA

= Desarrollada por Charnes, Cooper y
Rhodes

= Enfoque no paramétrico basado en
programacion fraccionada

= No requiere una funcion predefinida

H. R. Alvarez A., Ph. D. 16
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g@m@@%
i En la formulacion anterior @;

es la cantidad producida del r-ésimo producto por

Yii ' |aj-ésima DMU

«. - €S la cantidad de i-ésimo insumo consumido por
" la j-ésima DMU

g, . €S el peso del r-ésimo producto en la funcion de
" " produccion de la j-ésima DMU

v.. . €S el peso del i-ésimo insumo en la funcion de
" produccion de la j-esima unidad

€}=0 :  Unidad de referencia

H. R. Alvarez A., Ph. D. 18



HOLOG,
f‘ﬂ-‘- l::rfa‘

i En la formulacién VR

= Los valores de x;; y ¥, ; son
observaciones del pasado

= Los valores de u,; y v;; son las variables
de decision.

= La formulacion anterior es dificil de
resolver

H. R. Alvarez A., Ph. D. 19



FoEl,
i Formulacién como P. L. s KL
maxh, = Zuryro
r=1

sa.:

m

Y VX, =1
=1

Zsluryr,j —ivixi,j <0V )=1,2,..,n
r=1 =1

u,v.>0Vr,]

H. R. Alvarez A., Ph. D. 20



Formulacion dual

iminwo =q,

S.a..

Poj = 0; Qo NOrestringida ensigno

H. R. Alvarez A., Ph. D. 21



HOLOG,
f‘ﬂ-‘- l::rfa‘

&=

Orientacion hacia los insumos ~ *:™s

Una DMU no es eficiente si es posible mantener el
nivel de produccion a un nivel constante, o
aumentarlos, a la vez que se disminuye cualquier
insumo, sin aumentar los otros.

En el dual, el valor de py; sera positivo si su
correspondiente restriccion en el primal define la DMU
correspondiente como eficiente.

El conjunto de DMUs que contengan positivo el py;
sera el conjunto de referencia para la DMU,

H. R. Alvarez A., Ph. D. 22



eficiente

| Determinacion de la nueva unidad

n

Xgj = Zpo,jxi,j; parai=1,2,....m

=1
n

Yer = ZpO,jyr,j; parar=1,2,...

J=1

[%

H. R. Alvarez A., Ph. D. 23
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Fol e
i Ejemplo @;

= Tres unidades de decision (DMUSs) utilizan dos
iINSUMOS X, Yy X, para producir un producto y tal
que:

DMU| vy X1 X,
15 6
2 12 4
3 20 | 10 8

H. R. Alvarez A., Ph. D. 24
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NMI 11

Yanable --» ul vl vZ Direction R. H. 5.
Maximize 15

Referencia 1 [ 2 = 1
DMU1 15 -6 -2 {= 0
DMU2 12 -4 5 {= 0
DMU2 20 -10 -8 {= 0
LowerBound 0 0 0

UpperBound M M M

VYanableType| Continuous Continuouz Continuous

18:46:41 Friday March 03 2006
"""" Decizion Solution Unit Cost or Total Reduced Baziz  Allowable Allowable
________ "lul" anahle Yalue Profit c[j] ' Contribution Cost Status Min. clj] Max clj) f . .
1] ul 00667 15.0000 1.0000 1] basic 0 M E ICiENCla
2 vl 0.1545 0 0 0 basic 0 - Relativa
3 ve 0.0364 0 L 0 T -4 5833 0
| Objective Function [Max.] = 1.0000 MNote: Alternate | Solution = Emists!l]
| Left Hand Right Hand Slack Allowable | Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus Min. BRH5 Max. BRHS
'1| Referencia 1| 1.0000 = 1.0000 1] 4_l]/llni/— polj
bk 2 DMU1 00000 {= 1] 1] -0.1667 15962
3 DMu2 00000 {= 1] 1] -1.7000 01333
4 DMU3 -0.5030 {= 1] 05030 -0.5030 M

H. R. Alvarez A., Ph. D. 26



DMU2

Yariable --> ul vl w2 Direction H_H.5.
Maximize | 12

Referencia 1 4 5 = 1
DMU1 15 -b -2 <= 1)
DMU2 12 -4 -5 <= 1)
DMUZ 20 -10 - <= 1]
LowerB ound 0 0 1]

UpperBound M M M

YariableType| Continuouz Continuous Continuous

19:01:45

Decizion
Yanable

[[eo] o[ =]

Ohjective

Constraint

Referencia 1
DMU1
DMU2
DMU3Z

| w] [ ~]]

2006

Friday March n3
Solution Unit Cost or Total Reduced
Yalue Profit cfj] | Contribution Cost
0.0833 12.0000 1.0000 0
0.1932 0
0.0455
Function [Mote:
Left Hand Right Hand Slack
Side Direction Side or Surplus
1.0000 = 1.0000 0
00000 = 1] 0
00000 {= 0 0
-0.6288 <= 1] 0.6283

Basziz | Allowable Allowable
Status Min. cfj] Max. cfj)
basic 0 M
basic -3.5200
0 44000
Alternate Solution | Existsll])

5 ujow Allowable Allowable

Min. RHS Max. RHS

0 M
-0.2500 0.7685
<«0-6800— 02000 |
-0.6288 M

| —

Eficiencia
[ Relativa

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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1

Vanable --» ul vl v2 Direction R.H.5.

Maximize 20

Referencia 1 10 8 = 1

DMU1 15 -b -2 {= 0

DMU2 12 -4 -h {= 0

DMU3 20 -10 -8 £= 0

LowerB ound 0 0 0

UpperBound M M M

YanableType| Continuous Continuous Continuous

Friday March 03 2006

Decision | Solution  Unit Cost or Total AReduced Basiz  Allowable  Allowable
WYariahle Yalue Profit c[j] | Contribution Cost Statuz | Min. cfj]  Max cj]

1] ul 0.0363 20.0000 0.7261 0 basic 0 M
2] vl 0.0842 0 bazic  -4.6667 3.7500
3] v2 0.0198 0 hasi 0000  3.7333
] Objective Function [Max.] =
[ Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
H Constraint Side Direction Side or Surplus i Min. RH5 Max. RHS
(1| Referencia 1 1.0000 = 1.0000 1] 1]
2| DM 0.0000 <= 0 0 ma—ann/ufﬁf
3] DMU2 0.0000 {= 0 0 -0.4250 0.0800
4] DMU3 -0.2739 €= 0 0.2739 -0.2739 M

Eficiencia
— Relativa

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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i Unidad eficiente
Xe 1 = 0.5941%6 + 0.9241*4 = 7.2610

Xg, = 0.5941%2 + 0.9241*5 = 5.8087

Ye1 = 0.5941*15 + 0.9241*12=20.0007




DMU eficiente

Yanable --» ul vl vZ2 Direction H.H. 5.
M aximize 210
Heferencia 1 7261 h.8087 = 1
DMU1 15 -b -2 = 0
DMU2 12 -4 -5 = 0
DMU3 20 -7.261 -h. 8087 {= 0
LowerB ound 0 0 0
UpperBound M M M
YanableType| Continuous Continuous Continuous
19:13:38 | | Friday | Mach | 03 2006 | | T
Decision Lolution  Unit Cost or Total Reduced Basiz | Allowable | Allowable
- "H" anahle Yalue Profit c[j] | Contribution Cost Statuz | Min. cfj]  Max. cfj]
I ul 0.0500 20,0000 1.0000 1] basic 0 M
2 vl 0.1159 1] ] ] bazic = -4.6666 3.7502
E ¥2 0.0273 ] 1] 1] baszic = -3.0001 3.7332
: Objective Function [Max.] = 1.0000
] Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus. Price  Min. BHS Max. BHS
Referencia 1| 1.0000 = 1.0000 1] 1.0000 0 M
DU 0.0000 €= 1] 1] 05941  -01377 0.0001
DMu2 0.0000 €= 1] 1] 09241  -0.5853 0.0000
DMU3 0.0000 €= 1] 0.0000 0 0.0000 M

afw[ ] =]
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HOLOG,
f‘ﬂ-‘- l::r%

i Orientacion hacia los productos @5

= Desarrollada por Bessent y Bessent (1988)

= Bajo este enfoque, una DMU no es eficiente si
es posible aumentar el nivel de produccion de
algun producto sin aumentar ningun insumo y
sin disminuir ningun otro producto

= Este enfoque considera las dificultades en
asignar recursos

.. = Presenta una formulacion similar al dual

H. R. Alvarez A., Ph. D. 31



‘-L Formulacion general

maxz,
n
YroZo _nyJSJ’ +S! =0; parar=1,2,...,s
j=1
n
Zx”ﬁj +S, =Xjq parai=1,2,...,m
j=1

Xi,j’ yr,j18j,S:—,Sr_ >0

H. R. Alvarez A., Ph. D. 32



HOLOG,
f‘ﬂ-‘- l::rfa‘

i Donde: @5

Ineficiencia de la unidad. En este caso
h,=1/z,

. EselpesoparalaDMU|. Esla

I variable de decisién del problema.

S,*, . \Variables de holgura de las
S, ~ restricciones

H. R. Alvarez A., Ph. D. 33



g&ﬁ,‘%
‘L Determinando la unidad eﬂuente*f%ﬁm

_|_
ZOyO,r Sr

<
i
|

X
K

|
X
2

|
12
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DMU 1

Yanable --» Z d1 d? d3 Diection | H.H.5
M aximize
vl 15 15 12 -20 {=
x1 b 4 10 {=
X2 2 ] a {=
LowerBound 0 0 0 0
UpperB ound M | M |
YaniableType| Continuous Continuous Continuous Continuous
21:13:30 Friday March 03 2006
Dec:lsmn Solution Umnit Cost or Total Reduced Baziz | Allowable Allowable
"Iul"anahle Yalue Profit cfj] ' Contribution Cost Statuz | Min. cfj] Max. clj]
1] z 1.0000 1.0000 1.0000 0 baszic 0 M
2 dl 1.0000 0 0 0 bazic -0.6148 0.2000
3 d? 1] 1] 1] 1] bazic -0.1333 1.7000
4 d3 0 0 0 -0.5030  at bound -M 0.5030
o Objective  Function [Max.] = 1.0000
o Left Hand Right Hand Slack Shadow | Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus.  Price | Min. RH5 Max. BHS
1] vl 0 {= 0 0 0.0667 -15.0000 M
|2 x1 6&.0000 {= 6&.0000 0 0.1545 1.6000 6&.0000
3 x? 2_.0000 <= 2_.0000 1] 0.0364 2_.0000 75000

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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I A A= & [

Yanable --> z dl d2 d3 Direction B. H. 5.

M aximize 1

[ 12 -15 12 -20 = ]
x1 b 4 10 {= 4
x2 2 b 8 {= 5
LowerBound| 0 0 0 0 S
UpperBound M M M M

YarnableType| Continuous Continuous Continuouz Continuous

21:15:58 Friday March 03 2006
Declsmn Solution  Unit Cost or Total Reduced Basiz  Allowable Allowable
"'-l"anahle _____ Yalue Profit cfj] | Contribution Cost Status Min. clj] Max clj)
Bl F 1.0000 1.0000 1.0000 1] basic 1] M
2 dl ] 1] 1] -0.2500  at bound -M 02500
3 d2 1.0000 1] 1] 1] basic -0.1667 M
4 d3 ] 1] 1] -0.8333 at bound -M 0.8333
- Objective Function [Max ] = 1.0000
o Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable | Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplug| Price | Min. RHS | Max. BHS
1] yl ] £= 0 0 0.0833 | -12.0000 M
2 %1 4 0000 £= 4 0000 0 0.2500 0 4 0000
3 ®2 H.0000 £= h.0000 0 0 h_ 0000 M

H. R. Alvarez A., Ph. D.
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INAAL L ™ ,
Yariable > F.d di d2 d3 Direction B.H.S5.

M aximize 1

[ 20 -15 12 -20 €= 1]
x1 G 4 10 =

2 2 5 s« [
LowerB ound 0 0 0 0

UpperB ound M ] M M
YanableType| Continuous Continuous Continuousz| Continuous

21:21: Friday March 03 2006
Dec:lsmn Solution  Unit Cost or Total Reduced Baziz | Allowable | Allowable
'?'anahle Yalue Profit c[j] Contribution Cost Status Min. cj)] Max clj)
1) F 1.3773 1.0000 1.3773 0 basic 0 M
2 dl 0.8182 0 0 0 bazic -0.4611 01500
3 d2 1.2727 0 0 0 basic -0.1000 1.2750
4 d3 0 0 ! -0.3773 at bound -M 0.3773
] Objective Function [Max.]) = @
] Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side 0 uz Price Min. RH5 Max. RH5S
1) vl 0 {= 0 0 0.0500 -27.5455 M
2 x1 10.0000 £= 10.0000 0 0.1159 64000 24 0000
F 3 3 ®Z 8.0000 {= 8.0000 0 0.0273 3.3333 12.5000

H. R. Alvarez A., Ph. D. 37



i Unidad eficiente
Eficiencia de DMU 3 = 1/1.3773 = 0.7261

Ve = 1.3773%20 + 0 = 27.546




NSAAL I ™ ™" _ " _ _ _°» _ |

Variable > z | a1 | d2 d3 Direction | R.H.S.
M aximize 1

i | 2rses 15 a2 arsae]E T 0
wl b 4 10 10
x2 2 5 8 {= g
LowerB ound 0 0 0 0

UpperB ound M M M M

YariableType| Continuous Continuous Continuouz Continuous

21:28:49 Friday March 03 2006
Decision | Solution  Unit Cost or Total Reduced Basiz | Allowable | Allowable
"'-I"anahle Yalue Profit c[j] Contribution Cost Statuz | Min. cfj) | Max. clj]
El z 1.0000 1.0000 1.0000 1] basic 1] M
2 di 0 1] 1] 0.0000 | at bound -M 00000
3 d2 0 1] 1] 1] baszic -0.0356 00000
4 d3 1.0000 0 0 1] bazic 0.0000 0.0871
- Objective Function [Max.] = 1.0000
o Left Hand Right Hand Slack Shadow  Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus Price  Min. HHS | Max. RHS
El [ 0 = 1] 1] 0.0363 -27.5460 M
e 2 xl 10.0000 €= 100000 1] 0.0842 64000 10.0000
v " 3 xe 8.0000 = 8.0000 ] 0.0198 g8.0000 12.5000

H. R. Alvarez A., Ph. D. 39






Untitled - Frontier Analyst Professional - [Data Viewer]

i%Eile Edit Wiew Language Window Help

HNPPHCD DO & &=l J

Main @ | J (] | f_}! |J Unit name: DMU 1 ~ _-E |J Inpuk)Oukput name: | Output j
FE Data viewer [Init Marme Ackive y x1 e

Ml Scores F(DMu 1 v £.00 Z.00

Uit details IE W 12.00 4,00 5,00

pF‘rnject ] | v 20,00 10,00 a.00

nokes
Il

(4T}

N

H. R. Alvarez A., Ph. D.

41



]

Details  Edit daka

M, e

A

Show all  100% =100 %% Unsork  Sork -2

¥

3 units.

Marme SCare

oMU 1 100,00

oMU 2 100,00
72,61

JOMU 3

4 |unit: [BINIVIE]

-

HVERSID,

Efficiency:

Potential Improvements l Reference Comparison ] Reference Contributions ] InputOutput conkributions ]

Shiow as Graph

HOLOG,
*R-f '::1"

LT

e o S8

72.6%

Inpuk | Cutput fckual

Target

Potential Inprovennent

nE

%]
Y

10
20

H. R. Alvarez A., Ph. D.

2.81
726
20

-27.39
-27.39
1]
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ROLOG,
"'-.".‘-f

A

Cptimisakion mode

'i E Seek bo minimise inputs ko Seek ko maximise oukpuks
kel produce the same 'D given the current inputs,

,ﬁﬂl.'fiﬂ%
Fvava

f outputs, ,
Min In Mazx Out L TR—
Scaling mode
Cukputs direckly reflect Cwtputs Fall off as inpuk
inpuk levels, (i.e. doubling levels rise, (i.e. doubling
input produces exackly . input produces less than
Constant 40 bl aukputs, varying double outputs,)
iZZR. mode BCC mode
| Substitube Zero values with: |III.IIIIIII Advanced ==

¥ | 4 |unit: DMU 3 j Efficiency: 72.6%

Potential Improvements lReFerence Comparison | Reference Contributions ] Input/Cutput contributions l

Show as Graph Input f Output Actual Target Potential Impravement A
e g g 1]
%1 10 10 1]
W 20 27,55 3773

H. R. Alvarez A., Ph. D. 43
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Ejemplo: La ampliacion del canal ®;

H'B-I

Suministro Monto de
de Agua (40" ) inversion (20%)

Rendimiendo \/ J VPN de &a

Hidr
de Areas M=ol I.LO . , [nversion

a4
Boscosas | .- (mitlanss
(hectareas) N [ a0 ; e balbcas)

Criterio de

Seleccion SOnas Superfice Pérdidao : Pardica
3 3 gel s Pérdida de
de Araas Alactaciin de Pro Umﬂ

nfraestruciuras IBJa o

(Balboas) v

Alternativa 1 ’ 834 27
- Sur Gatin AF 201 0.05 ppt ﬁw BL27 milones  BL20000 s W% 9% 9% BLIGM

Alternativa 2

= 509

j."v'il(l;.\- 20 N/S o_zgm | 40”0 Wﬁum N'l’g(lll I'l‘ N/S 0&*2;08 9% 98% 97% B/.305 M
_—_I—__ﬂ_u—_

Alternativa 3 s
Pobrzrar201e ST T S, I TS L VO SO ST 7"

-3 Tras o 2015 [ T —

N/S = No $ene impacio significatno

Tomado del Plan Maestro del Canal, 2006 Capitulo 7
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