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Casos especiales de Programación Lineal



Análisis de Datos por Envolvente

Data Envelopment Analysis
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Contexto del problema

◼ Medir eficiencia de múltiples 
alternativas

◼ Un solo estado de la naturaleza

◼ Un solo criterio: eficiencia

◼ Múltiples variables dentro del criterio
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Objetivo

◼ Comparar eficiencias productivas en 
Unidades de Decisión (DMU)

◼ La comparación se hace en función al 
uso de insumos de manera óptima 
creando una unidad eficiente ideal
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Eficiencia de Paretto - Koopman

◼ Una unidad de decisión (DMU) no es eficiente
al producir sus bienes o servicios (a partir de
una cantidad de insumos) si se puede
demostrar que una redistribución de sus
recursos resultaría en una igual producción
con una utilización menor de sus insumos y
sin el uso de ningún recurso adicional. Por el
contrario, la firma será eficiente si esto no es
posible
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La función de producción 
eficiente

De acuerdo a Farrell, la función de 
producción:

◼ Yo = Y(y1, y2, …, ym)= (x1, x2. …, xk)

Es eficiente, si cualquier otro vector Yi

produce los mismos elementos de tal 
manera que 

◼ Yi  Yo  y, x

Yi es factible si esto es posible
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Características de la función 
eficiente

◼Convexidad: Está compuesta de segmentos de línea
que unen ciertos pares de puntos escogidos de un
conjunto de puntos (0, ); (, 0)… que satisfaga dos
condiciones:

◼ Que su pendiente no sea positiva
◼ Que ningún punto observado se encuentre entre la función y

su origen

◼Retornos constantes a escala: Un aumento
(disminución) en insumos, genera un aumento
(disminución) en la producción
Estas condiciones garantizan que si dos puntos son
posibles en la práctica, entonces lo será cualquier punto
obtenido del promedio ponderado de los anteriores.



◼ Frontera de eficiencia:

◼ Existe una frontera donde para poder ser más 
eficiente hay que poder producir más con 
igual cantidad de recursos o producir igual 
con menos recursos. Lo ideal es que las 
cadenas estén en la frontera de eficiencia.



Ejemplo: la industria aérea

(ASM: Available seat miles; RPM: Revenue passenger mile)
H. R. Alvarez A., Ph. 
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Copa 2005



Ejemplo: la industria aérea

(ASM: Available seat miles; RPM: Revenue passenger mile)

COPA:
Effic.: 10.83
Yield:   0.17
http://investor.shareholder.com
/copa/annuals.cfm
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Curva de eficiencia en logística
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Cambiando la curva en la frontera de 
eficiencia
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Ejemplo

◼ Tres unidades de decisión (DMUs) utilizan dos 
insumos x1 y x2 para producir un producto y tal 
que:

DMU y x1 X2

1 15 6 2

2 12 4 5

3 20 10 8
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Niveles normalizados de Insumo

DMU x1/y x2/y

1 6/15 = 0.400 2/15 = 0.133

2 4/12 = 0.333 5/12 = 0.417

3 10/20 = 0.500 8/20 = 0.400 
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Frontera 
eficiente

Unidad eficiente ideal DMU 3’

3DMU

3' DMU
3 DMU de Eficiencia =
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Formulación del DEA

◼ Desarrollada por Charnes, Cooper y 
Rhodes (1984)

◼ Enfoque no paramétrico basado en 
programación fraccionada

◼ No requiere una función predefinida
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En la formulación anterior

yr,j :
es la cantidad producida del r-ésimo producto 

por la j-ésima DMU

xi,j :
es la cantidad de i-ésimo insumo consumido por 

la j-ésima DMU

ur,j :
es el peso del r-ésimo producto en la función de 

producción de la j-ésima DMU

vi,j :
es el peso del i-ésimo insumo en la función de 

producción de la j-esima unidad 

j=0 : Unidad de referencia
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En la formulación

◼ Los valores de xi,j y yr,j son 
observaciones del pasado

◼ Los valores de ur,j y vi,j son las variables 
de decisión.

◼ La formulación anterior es difícil de 
resolver
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Orientación hacia los insumos

◼ Una DMU no es eficiente si es posible mantener el
nivel de producción a un nivel constante, o
aumentarlos, a la vez que se disminuye cualquier
insumo, sin aumentar los otros.

◼ En el dual, el valor de p0,j será positivo si su
correspondiente restricción en el primal define la DMU
correspondiente como eficiente.

◼ El conjunto de DMUs que contengan positivo el p0,j

será el conjunto de referencia para la DMU0
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Formulación como P. L.

j r,  0v,u

n ..., 2, 1,j  0xvyu

1xv

:.a.s

yuh max

ir

m

1i

j,ii

s

1r

j,rr

m

1i

0,ii

s

1r

0,rr0



=−

=

=







==

=

=



H. R. Alvarez A., Ph. D. 22

Orientación hacia los productos

◼ Desarrollada por Bessent y Bessent (1988) 

◼ Bajo este enfoque, una DMU no es eficiente si 
es posible aumentar el nivel de producción de 
algún producto sin aumentar ningún insumo y 
sin disminuir ningún otro producto

◼ Este enfoque considera las dificultades en 
asignar recursos

◼ Presenta una formulación similar al dual
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Formulación general
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Donde:

z0 :
Ineficiencia de la unidad. En este caso 

h0=1/z0

j :
Es el peso para la DMU j.  Es la 

variable de decisión del problema.

Sr
+, 

Sr
- :

Variables de holgura de las 

restricciones
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Ejemplo

◼ Tres unidades de decisión (DMUs) utilizan dos 
insumos x1 y x2 para producir un producto y tal 
que:

DMU y x1 X2

1 15 6 2

2 12 4 5

3 20 10 8
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https://banxia.com/frontier/resources/demodownload/
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Motores
Recursos 

Financieros

Recursos 

tecnológicos

Otros 

recursos

(Unidades)
(Miles de 

US$)

(Miles de 

US$)

(Miles de 

US$)

Alemania 400 230 125 200 70

Francia 900 270 200 230 130

Bélgica 200 120 150 230 70

Holanda 500 200 320 420 80

Planta

Recursos

Ventas 

(Millones 

de US$)

Ejemplo


