Probabilidad

Propiedades de Conjuntos




Propiedades de Conjuntos

» Propiedad conmutativa
-ANB=BNA y AUB=BUA
» Propiedad asociativa
cAU(BUC)=(AUB)UC y An(BNnC)=ANB)NnC
» Propiedad distributiva
cAUBNC)=(AUB)N(AUC) vy
cAN(BUC)=(ANB)U(ANC)
» Leyes de De Morgan
- (AUB)*=A°NB° y (ANB)¢=A°UB"




Ejemplo

» Dado el siguiente experimento
E = determinar el valor de una senal de audio en el tiempo t;
1. Defina los siguientes conjuntos:
A=la magnitud de v es mayor a 10 voltios.
B=v es menor que -5 voltios.
C=ves positivo.
2. Encuentre las siguientes operaciones de conjuntos:
AUB
ANB
CC
(AuB)NnC
ANnBnNnC
(AU B)¢




Respuesta

» Dado el siguiente experimento
E = determinar el valor de una senal de audio en el tiempo t;
1. Defina los siguientes conjuntos:
A={v:|v|>10}
B={v: v<-5}
C={v: v>0}
2. Encuentre las siguientes operaciones de conjuntos:
AUB={v:iv<—-50 v > 10}
ANB ={v:v < —-10}
“={v:v <0}
(AuB)NC = {v:v > 10}
ANBNC=0
(AUB)  ={v:—=5<v <10}




;Qué es probabilidad?

» Calculo matematico que indica la posibilidad
de que un evento ocurra de un experimento
al azar.




Axiomas de la Probabilidad

» Axioma |: 0 < P|A]

» Axioma ll: P[4A] =1

» AXioma lll: Si An B # @ entonces P[AU B] =
P[A] + P|B]

» Axioma lII’: Si A4, A4,, ... €5 una secuencia de
eventos de modo que A4; N 4; = @ para todo
i #j, entonces

P O Ak_ _ i P[A:]
k=1 i




Corolarios

» Corolario 1: P|A¢] =1 — P|A]
» Corolario 2: P|A] <1
» Corolario 3: P[@] =0

» Corolario 4: Si A, A,, ...,A,, SOn conjuntos
mutuamente exclusivos, entonces:

- n 7 n
P UAk =2P[Ak] paranZZ
k=1 i k=1




Corolarios...continuacion

» Corolario 5: P[A U B| = P|A] + P|B] — P[A n B]
» Corolario 6:

P -OA,( ZP[A]—ZP[A N Ag| + -

j<k

+(—D)™P[A; NN A,]

» Corolario 7: Si A c B, entonces P[A] < P[B]




Ejemplo

Una urna contiene 10 bolas distintas enumeradas
del 0 al 9. Se selecciona al azar una bola de /a
urna. Encuentre la probabilidad de los siguientes
eventos:

1. A = la bola seleccionada tiene marcado un
numero impar

2. B = la bola seleccionada tiene marcado un
numero multiplo de 3

3. C = la bola seleccionada tiene marcado un
numero que es menor a 5

4. AUB

5. AUBUC




Respuesta

» S ={0,1,...,9}
» A =1{1,3,5,7,9}
» B =1{3,6,9}

» C =1{0,1,2,3,4}
Si asumimos que las bolas tienen la misma
probabilidad de ser seleccionadas, entonces:

P[As] = P[{13] + P[13}] + P[{53] + P[{73] + P[{9]]

10




Respuesta...continuacion

» P[B] = P[{3}] + P[{6}] + P[{9}] = 1%
» PIC] = P[{0}] + P[{1}] + P[{2}] + P[{3}] +
P[{4}] ==
Del corolario 5
5 3 2
P[AU B] = P[A] + P|B] — P[A N B] :1_0+1_0_1_0

6
10




Respuesta...continuacion

» P[JAUB U C] = P[A] + P[B] + P[C] — P[AN B] -

PIANC]|—P|BNC]+P[ANBNC]
5 3 5 2 2 1 1

=190 10710 10 10 10 " 10

10




Probabilidad utilizando conteo

X1
a, a; an,
by (ay, by) (az, b1) (an,,by)
b, (ay, by) (az, by) (anl,bz)

bnz (al’bnz) (aZ’bnz) e (anllb‘nz)




Probabilidad Condicional

» P]|A|B] = Pl[:‘[gf] para P[B] >0

v Ejemplo.; una bola es seleccionada de una urna
que contiene dos bolas negras enumeradas 1 y 2,
y dos bolas blancas enumeradas 3 y 4.
Asumiendo que los cuatro resu/taa)(;s pueden ser
escogidos equitativamente, encuentre:

P[A|B]
P[A|C]
Donde A, By C son los siguientes eventos:
A = bola negra seleccionada
B = bola par seleccionada
C = el numero de la bola es mayor que 2




Ejemplo

» Una urna contiene dos bolas negras y tres
blancas. Dos bolas son seleccionadas al azar
de la urna sin ser reemplazadas y la
secuencia de los colores es registrada.
Encuentre la probabilidad de que ambas
bolas sean negras (utilice el diagrama de

arbol)




Ejemplo: Sistema de Comunicacion
Binario

» Muchos sistemas de comunicacion se pueden
modelar de la siguiente manera. Primero, el
usuario envia un 0 oun 1 al sistema y la senal
correspondiente es transmitida. Segundo, el
receptor toma una decision acerca de cual fue la
entrada al sistema, basado en la senal recibida.
Suponga que el usuario envia Os con una
probabilidad de 1-p y 1s con una probabilidad p,
y suponga que el receptor toma decisiones
aleatorias de error con probabilidad €. Para i =
0,1, suponga que el evento A; es la entrada i, y B;
corresponge al evento en el que la decision del
receptor fue i. Encuentre las probabilidades

P[Al- N Bj] parai =0,1yj=0,1




Teorema total de la probabilidad

» Utilizando el corolario 4
P|A] = P[An B{]+P|[ANB,] + -+ P[AN B,]

P[A] = P[A|B,]P[B{]+P[A|B,]P[B,] + - +
P[A|B,|P[B,]




Teorema total de la probabilidad

Ejemplo: Una compaiiia tiene tres maquinas B1, B2

vy B3 que hacen resistores de 1 k(2. Los resistors
con 50 O de su valor nominal son considerados
aceptables. Se ha observado que el 80% de los
resistores producidos por B1 y el 90% de los
resistores producidos por B2 son aceptables. El
Iaorcentaje para la maquina B3 es 60%. Cada hora

a maquina Bl produce 3000 resistores, B2

produce 4000 resistores y B3 produce 3000
reS|stores Todos los resistores se mezclan de
forma aleatoria en una caja y se empacan para
envio. ;Cual es la probabilidad de que la compariia
envie un resistor aceptable?




Teorema de Bayes

P|An B]
P[A]
PlA|B;]P|B)]

P[B;|A] =

B k=1 PlA|By]P[By]




Teorema de Bayes

Para el ejemplo anterior, jcual es la
probabilidad de que un resistor aceptable
venga de la maquina B3?




Ejemplo: Sistema de Comunicacién

Binario

» En el ejemplo del sistema de comunicacidon
binario, encuentre que entrada tiene mas
probabilidad dado que el receptor tiene una
salida de 1. Asuma, a priori, que la entrada
tiene la misma probabilidad de que sea un O
o un 1. Utilice el teorema de Bayes

A, = evento donde la entrada es k para k = 0,1
B, = evento donde la salida para el receptor fue 1




Respuesta: Sistema de

Comunicacion Binario
P[Bi] = P|B,|Ao]P[A¢] +P|B1|A1]P[A4]

() +a-a)-1

Aplicando el teorema de Bayes, podemos obtener las
probabilidades a posteriori

P|B|AoIP[Ao] €/2

PlAo|B;] = PR 12 ¢
P|B,|A{]P[A 1—-¢)/2
P[A;|B;] = | 11|3[113]1][ d = ( 1/82)/ =1-—c¢

Si € es menor que Y2, entonces la entrada 1 tiene
mejores probabilidades que la entrada O cuando se
RLva un 1 a la salida del canal




Independencia de Eventos

» Dos eventos Ay B son independientes si
P[A n B] = P[A]P[B]
e Implica que:




Ejemplo

» Dos numeros x y y son seleccionados al azar
entre cero y uno. Sean los eventos A, By C
definidos de la siguiente manera:

A = {x > 0.5}, B ={y > 0.5}, C={x>y}

Determine si los eventos Ay B son

independientes. ;Son Ay C independientes?

YA YA
1

A




Respuesta

» P[A|B] =

» Pl|A|C

P[C]

] =P[AnC] _ﬁ=

1/2



Ejemplo

En un experimento se elige una carta de una
baraja de 52 cartas. Se definen los sucesos A
“elegir un rey”, B “elegir una jota o una reina’ y
C “elegir una carta de corazones”. Determine si
los siguientes eventos son independientes:

Ay B
By C
Ay C




Experimentos Secuenciales

» Secuencia de sub-experimentos mas simples
» Pueden ser o no independientes

» Ejemplo: Suponga que 10 numeros son
seleccionados al azar en el intervalo [0, 1].
Encuentre la probabilidad de los primeros 5
numeros sean menores gue Yy los ultimos 5
numeros sean mayores que .




Problemas

1. Un dado es lanzado y se registran el

numero de puntos de la parte superior del
dado.

a. Encuentre la probabilidad del evento de cada
elemento del dado bajo la suposicion de que
todas las caras del dado tienen la misma
probabilidad de quedar en la parte superior luego
de un lanzamiento.

b. Encuentre la probabilidad de los eventos A={mas
de 3 puntos}; B={numero impar de puntos}

c. Encuentre la probabilidad de Au B, An B, A°




Problemas

2. Un numero es seleccionado al azar en el
intervalo [-1,2]. Sea los eventos 4 = {x < 0},
B={lx—05] <05}, yC={x>0.75}

a. Encuentre las probabilidades de A, B, AnB,yANnC

b. Encuentre las probabilidades de AUB, AuC,y AU
B U C, primero evaluando directamente los
conjuntos y luego sus probabilidades, y segundo,
usando los axiomas apropiados o corolarios




Problemas

» Encuentre P[A\B] siANnB =0@;siAcB;siBc
A

» Demuestre que si P[A\B] > P|A], entonces
P[B\A] > P[B]




Problemas

» Sea S =1{1,2,3,4}, A={1,2}, B={1,3}, C = {1,4}.
Asuma que los resultados son equiprobables.
:Son A, By C eventos independientes?




